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Vorwort

Dieses Repetitorium ist aus der Motivation entstanden den naturwissenschaftlichen Unterricht
an Schulen fiir die Schiiler zu erleichtern. Dazu werden in den ersten Kapiteln mathematische
Grundlagen in Form von Vokabeln, Zahleneigenschaften, Rechenoperationen und Abkiirzungen
eingefiihrt. Da viele Schiiler von der gesellschaftlichen Meinung, Mathematik und Naturwis-
senschaften seien schwer, zu Ausreden in der Leistung inspiriert werden, soll in diesem Buch
explizit auf die Einfachheit der mathematischen Sprache hingewiesen werden. Dieser Trivia-
litdt gehen allerdings einige Dinge voraus, die dem durchschnittlichen Schiiler erst nach seiner
Schullaufbahn bewusst werden - das Mathematik vom Vokabular legt, da Worter und ihre
Abkiirzungen eindeutige Bedeutungen erhalten, welche in anderen Sprachen, wie Deutsch oder
Englisch, oftmals erst durch den Satz eine genauere Bedeutung erhalten. Auch soll dargestellt
werden, dass es in der Mathematik im Vergleich zu anderen Sprachen keine Ausnahmen gibt.

Dieses Buch soll ein Leitfaden fiir den mathematischen Unterricht werden und als Wiederho-
lungswerk fiir die naturwissenschaftlichen Fécher dienen. Aus diesem Grund wird sich dieses
Werk sténdig weiterentwickeln und dabei auf das Verstdndnis der Schiiler ausgerichtet werden.
Als Grundlage zum Versténdnis dieses Buches soll der Umgang mit Zahlen und Grundrechen-
operationen geniigen, sodass es fiir jeden Schiiler einer weiterfithrenden Schule geeignet ist. In
diesem Buch wird schnell deutlich, dass das mathematische Verstédndnis stark verkniipft mit
der korrekten Verwendung von definierten Begriffen ist. Deswegen sollte jeder Schiiler angeregt
werden die jeweiligen eingefiihrten Vokabeln zu verinnerlichen.

7Zu jedem Abschnitt werden Ubungsaufgaben existieren, welche mit den Losungen im Anhang
verglichen werden kénnen. Die Aufgaben sind so gestellt, dass sie das Versténdnis iiberpriifen
und vertiefen. Deswegen ist es ratsam, wenn alle Aufgaben bearbeitet und erst danach mit
den Losungen verglichen werden. Auch werden Aufgaben gestellt, die erst mit Wissen aus
den nachfolgenden Kapiteln zu losen sind. Diese Aufgaben sollten bearbeitet werden, wenn
das Wissen mit dem Umgang der Abkiirzungen oder Operatoren bekannt ist, um das schon
bestehende Wissen zu reaktivieren und weiter zu vertiefen.

Zu Letzt sei angemerkt, dass in absehbarer Zeit wesentlich mehr Aufgaben mit Losungen es
in dieses Buch schaffen werden. Des Weiteren werden auch Aufgaben folgen, die Abschnitte
voraussetzen, welche weiter hinten im Buch sind. Zu diesen Aufgaben werden Hinweise auf
die betreffenden Abschnitte geliefert, sodass je nach Vorwissen auch komplexere Aufgaben
bearbeitet werden koénnen.
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1 Mengen

Zahlen konnen in verschiedene Kategorien eingeordnet werden. Dabei bilden die sogenannten
natiirlichen Zahlen die Basis aller anderen Zahlenmengen, die in der Schule besprochen werden.
Die natiirlichen Zahlen werden durch das Symbol N beschrieben und beinhalten Zahlen wie
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ... Die mathematische Schreibweise dazu wire: N = {0, 1,2, ...}, wobei
die geschweiften Klammern {} alle Zahlen aufgelistet werden, die zur Zahlenmenge gehoren.
Oftmals werden die natiirlichen Zahlen auch ohne Null verwendet und werden im Folgenden
als Nt bezeichnet. Die erste Erweiterung der natiirlichen Zahlen N sind die ganzen Zahlen
Z=1{.,-2,-1,0,1,2,...}. Bei genauem Betrachten fillt auf, dass die natiirlichen Zahlen N
eine Teilmenge der ganzen Zahlen Z sind, was mit dem Mengenoperator C (,ist Teilmenge
von*) wie folgt geschrieben wird:

NCZ (1.1)

Die Erweiterung der ganzen Zahlen Z sind alle Zahlen, die durch Briiche dargestellt werden
konnen. Diese Zahlen werden rationale Zahlen Q = {, -2, —%,—1, —%,0, %, 1,2,%,...} ge-
nannt.

NCcZcQ (1.2)

Die Folgen der Einfithrung der ganzen Zahlen sind gravierend, da die Subtraktion damit an
Wichtigkeit verliert, da zum Beispiel aus —1 = +(—1) wird.

Aber es gibt auch noch Zahlen, die nicht durch einen Bruch dargestellt werden kénnen. Diese
nennt man reelle Zahlen R und beherbergt Zahlen wie zum Beispiel , V2 und /3. Die letzte
Erweiterung der Zahlenmengen wird die Zahl i = v/—1 gegeben und fiithrt somit die komplexen
Zahlen ein C. Komplexe Zahlen werden in der Regel nicht an Schulen besprochen, dennoch
hat ihre Einfithrung einige Vorteile beim Beschreiben von Zusammenhéngen im Bereich der
Analysid]

NCcZcQcRcC (1.3)
Es ist moglich Teilmengen auf zustellen, dazu werden bestimmte Mengenoperatoren wie C ver-

wendet. Sei die Menge M = {1,2, 3,4} und die Menge K = {3,4,5,6} gegeben, dann existieren
folgende Mengenoperationen:

IDie Analysis ist eines der groBen Teilgebiete der Mathematik neben der Algebra. Der Begriff rithrt von
analysieren her.
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Die Vereinigung U, welche wie folgt dargestellt wird:
MUK ={1,2,3,4,5,6} Vereinung von M mit K (1.4)

Die Vereinigung wird auch gelesen als ,,Alle Zahlen, die sich in M oder K befinden®, damit
ist gemeint, dass alle Zahlen der ersten Menge M und alle Zahlen der zweiten Menge K eine
neue Menge bilden in der alle Zahlen aus der Menge Ml und der Menge K vorkommen. Das
mathematische ,oder” ist anders zu gebrauchen als das ,joder”“ im normalen Sprachgebrauch,
da es in der Sprach im Zusammenhang betrachtet werden muss, wahrend es immer die selbe
Vorgehensweise in der Mathematik fordert.

M K

Abbildung 1.1: Vereinigung von zwei Mengen. Schwarz ist die Menge M und rot die Menge
K umrandet. Die Zahlen in der ausgefiillte Fliche bildet die Vereinigung der
beiden Mengen.

Die Abbildung (1.1) zeigt wie in der Menge M die Zahlen 1,2,3 und 4 und in der Menge K die
Zahlen 3,4, 5 und 6 enthalten sind, da M = {1,2,3,4} und K = {3,4,5,6}.

Eine weitere Mengenoperation ist der sogenannte Durchschnitt N:
MNK={3,4} Durchschnitt von M und K (1.5)

Der Durchschnitt wird gelesen als ,, Alle Zahlen, die sich in M und K befinden“. Auch hier ist
zu unterscheiden zwischen dem mathematischen und sprachlichen ,,und*.

M K

Abbildung 1.2: Durchschnitt von zwei Mengen. Schwarz ist die Menge Ml und rot die Menge
K umrandet. Die Zahlen in der ausgefiillte Fléache bildet den Durchschnitt der
beiden Mengen.
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Die Abbildung (1.2) zeigt, was sich hinter dem mathematischen logischen Operator ,,und* ver-
birgt. Der Durchschnitt ist gegeben als alle Zahlen einer Menge, die auch in der anderen Menge
vorhanden sind. Somit sind nur die 3 und die 4 in diesem Fall in der resultierenden Durch-
schnittsmenge.

Die letzte wichtige Mengen Operation ist die Differenz \:
M\ K = {1,2} Differenz von M und K (1.6)

Dabei wird die Differenz gelesen als ,,Alle Zahlen von M ohne die Zahlen aus K “. Grafisch
veranschaulicht wiirde dies wie folgt aussehen:

M K

Abbildung 1.3: Differenz von M ohne K. Schwarz ist die Menge M und rot die Menge K umran-
det. Die Zahlen in der ausgefiillte Flache bildet die Menge, welche alle Zahlen
beinhaltet aus M allerdings ohne die Zahlen, die in der Menge K enthalten sind.

Deutlich zu erkennen ist, dass die Zahlen, welche in beiden Mengen M und K vorkommen nicht
Teil der resultierenden Menge sind. Auflerdem wird deutlich, dass die resultierende Menge sich
unterscheidet wenn die Mengen bei dieser Operation umdrehen wiirde.

K\M = {5,6} Differenz von K und M (1.7)

Diese Umkehrung der Mengen bei der Operation hétte ein vollkommen anderes Ergebnis, wie
auch in der folgenden Abbildung zu sehen ist.

M K

Abbildung 1.4: Differenz von K ohne M. Schwarz ist die Menge M und rot die Menge K umran-
det. Die Zahlen in der ausgefiillte Fldche bildet die Menge, welche alle Zahlen
beinhaltet aus K allerdings ohne die Zahlen, die in der Menge M enthalten sind.
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Es wird deutlich, dass bei der Differenz von Mengen \ die Reihenfolge entscheidender Natur
ist, wahrend sich der Durchschnitt und die Vereinigung nicht verdndern wiirden.
Nun da alle wichtigen Mengenoperationen eingefithrt wurden, werden noch einige wichtige
mathematische Abkiirzungen eingefiihrt, welche zur Beschreibung einer Menge des Ofteren von
Noten sein. Diese Abkiirzungen kénnen als Vokabeln angesehen werden, welche jeder Schiiler
beherrschen sollte.
Wenn eine Zahl ein Element einer Zahlenmenge ist, dann wird dies mathematisch geschrieben
als:

4eN (1.8)

Weitere wichtige Abkiirzungen der Mathematik werden nun aufgelistet und im Folgenden ver-
wendet.

\4 fiir alle gilt

= es existiert

! es existiert genau ein
A und

vV oder

= nicht

definiert als

parallel zu

orthogonal (senkrecht) zu (1.9)
Winkel zwischen

leere Menge

daraus folgt

kleiner als

grofler als

setze gleich

1> -V A | 8§ N F =7

entspricht

So wiirde der Satz ,,Die Menge M beinhaltet alle Zahlen x, die die Bedingung erfiillen, dass sie
Element der reellen Zahlen sind und dass es genau ein Zahl e gibt durch die man die Zahl z
teilen kann, sodass 1 dabei heraus kommt.“ mathematisch so aussehen:

T
M = eRATlevVz | —=1
{x|x eve | . } (1.10)

Mittels dieser Abkiirzungen ist es moglich eine Zahlenmenge einzufiihren, welche von besonderer
Bedeutung ist - die Primzahlen. Also die Zahlen die nur durch selbst oder durch Eins teilbar
sind. Diese Zahlenmenge kann wie folgt definiert werden:

P= {p c NH% € NVn 7é {Lp}} (1.11)




Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

Ubungsaufgaben zu Mengen

Aufgaben mit Zahlen, die noch unbekannt sind, konnen vorerst ausgelassen werden. Allerdings
sollten diese nach der jeweiligen Einfiihrung nachgeholt werden.

Aufgabe 1: Bestimme die kleinste Zahlenmengen (N, Z und Q) zu denen die jeweiligen Zahlen

gehoren.

a) 4 € b) —1e c) 9€ d) 0,45 €
1 _
e) 5 € f) —6¢ g) 4,75 € h) 0,3 €
1 3
— ) — = k l 12
i) o € 7) - € ) 3¢ ) 0,125 €
1
m) 0,01 € n) ﬁe 0) 3,141 € p) —0,75¢€

Aufgabe 2: Bestimme die kleinste Zahlenmengen (N, Z, Q und R) zu denen die jeweiligen
Zahlen gehoren.

a) 0,6 € b) —Vie ¢) 0e d) V3 e
e)ge f) Vi3 e g)\/il_(;e h) 1% €
N _ 16
z)%e j) —42¢ k) V144 € ) €
m) 5,01 € n) 17 € 0) 1,16 € p) — V64 e

Aufgabe 3: Bestimme die kleinste Zahlenmengen (N, Z, Q und R) zu denen die jeweiligen
Zahlen gehoren.

a) 1g10 € b) V9 € ¢) —Te d) e
2
e) %e f) —-¢€ g) 1e h) 0,597813553 €
i) In2e€ §) —ehie k) logy 9 € 1) 0,1¢
T 1
m) 28% € n) € 0) V17 ¢ P~

10



Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

Aufgabe 4: Bestimme die Vereinigung, den Durchschnitt und jede mdgliche Differenz der
Jeweiligen Mengen.

a) M={1,5,6,9} und: K = {3,4,6,8}
) M={1,2,3,4,56,7) und:K={1,2,3,57)
) M

c ={5,7,9,11} und: K = {4,6,8,10}
d) M =1{2,3,56,8  und: K ={1,2,4,5,7,8}
e) M={3,6,9)  und:K={2,35,6,8}
f) M={1,3,5,7,9} und: K ={3,4,5,6,7}

Aufgabe 5: Bestimme mit den Mengen M = {1,2,3,6}, L = {4,5,7,9} und K = {3,4,6,8,9}

die jeweils resultierenden Mengen. (Tipp: Rechne die Klammern immer zu erst.)

a) MNK)NL =

b) (M\L)UM\K) =

) (KAL)N(M\K) =

d) KNL)UMNK)=

) (LUK)\ MUK) =
(LUK)N(M\K) =

( )\(LmK)::LAK:

)

e

f)
9)
) M

>

Aufgabe 6: Bestimme MAK wie in Aufgabe 5 definiert und zeichne wie in den Abbildun-
gen (1.1) bis (1.4) und kennzeichne die Fliche der resultierenden Menge. Hierbei soll Ml =
{1,3,4,5,6,7,9} und K={0,2,4,5,6,8} sein.

Aufgabe 7: Bestimme mit den Mengen M = {1,2,3} und K = {} = & die jeweils resultieren-
den Mengen. (Tipp: Rechne die Klammern immer zu erst.)

a) MNK =
b) MUK =
c) M\ K=

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.1) Losungen zu
Mengen.

11



2 Algebraische Grundlagen

Um den naturwissenschaftlichen Unterricht und mathematischen Erklédrungen besser folgen zu
konnen, miissen die Begrifflichkeiten der Algebra geklért werden. Dazu werden im Laufe dieses
Kapitels die wichtigsten mathematischen Vokabeln und Rechenvorschriften erldutert.

2.1 Grundrechenarten und Briiche

In diesem Abschnitt sollen zunéchst die Begrifflichkeiten der Grundrechenarten in einer Tabelle
geklart werden.

’ Rechenart \ 1. Teil Rechenoperator 2.Teil Ergebnis ‘
Addition Summand + Summand = Summe
Subtraktion Minuend - Subtrahend = Differenz
Multiplikation Faktor . Faktor = Produkt
Division Dividend : Divisor = Quotient
Division (als Bruch) |  Zé&hler / Nenner = Quotient

Generell gilt, dass die Rechnungen der Multiplikation und die der Division immer vor jeglicher
Addition oder Subtraktion durchgefiihrt werden miissen (Punkt- vor Strichrechnung)!

Durch die Einfiihrung der ganzen Zahlen Z werden die Begriffe der Subtraktion nicht ldnger
bendtigt, da ein Summand oder sogar beide Summanden negativ sein konnen, sodass die Addi-
tion mit ganzen Zahlen Z die Verallgemeinerung von Addition und Subtraktion der natiirlichen
Zahlen N ist. Auch die Divisionsbegriffe werden nur noch im Sinne der Bruchrechnung verwen-
det.

Wie bereits in Kapitel 1 erwahnt stellen alle Zahlen, die durch einen Bruch dargestellt werden,
die Zahlenmenge der rationalen Zahlen Q dar. Mit jeder Zahlenmenge sind alle Rechenopera-
tionen zuléssig.

Ein Bruch setzt sich aus seinem Nenner, der definiert in wie viele gleichgrofie Teile ein Ganzes
unterteilt wird, und den Zé&hler, der beschreibt wie viele Teile vom Nenner tatsédchlich vorzu-
finden sind

(Bruch = Z8het) Mittels Briichen kann man die gleiche Zahl auf verschiedene Arten darstellen,
S0 ist % das Gleiche wie %. Wenn der Nenner erhoht wird spricht man vom Erweitern. Bei einer
Verkleinerung des Nenners wird vom Kiirzen gesprochen.

Beim Erweitern werden Zahler und Nenner mit der Zahl multipliziert mit der man den Bruch
erweitern mochte. Im folgenden Beispiel wird der Bruch im ersten Schritt mit zwei und danach

mit vier erweitert.

2 8
2 4 16 (2.1)

12
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Beim Kiirzen werden Zahler und Nenner durch die Zahl dividiert mit der man den Bruch kiirzen
mochte. Im folgenden Beispiel wird der Bruch im ersten Schritt mit zwei und danach mit acht
erweitert.

16 8 1

32 16 2 (2.2)

Bei der Addition beziehungsweise der Subtraktion von Briichen miissen die Nenner der betei-
ligten Briiche so erweitert oder gekiirzt werden, dass sie gleich sind. Dann kénnen die Zahler
verrechnet werden. Um immer einen gemeinsamen Nenner zu finden, kann man den ersten
Bruch mit dem Nenner des zweiten Bruch und den zweiten Bruch mit dem Nenner des ersten
Bruchs erweitern (wie im Subtraktionsbeispiel gezeigt).

1+1_1+1.2_1+2_1+2_3
42 4 2 44 4 4
3_1_3-6_1-4_18+4_18—4_14_7 (2.3)
4 6 4-6 6-4 24 24 24 24 12

Bei der Multiplikation von Briichen, werden die Nenner miteinander multipliziert und bilden
so den neuen Nenner. Auch die Zéhler werden miteinander multipliziert.

1-

—_

=] =
N | —
W
[\
o |

(2.4)

Bei der Division muss man mit dem Kehrwert, also der Vertauschung von Nenner und Zahler
des Divisors, multiplizieren.

1
2 (2.5)

a a a n a-n .

g_g.l_g.ﬁ_m Erweitern
an_ e _ %% Kigen

‘n b n b b
a c a-d c-b CL'd—l—C'b o
Z+c_i—b-d+d-b_ 3 Addition
a ¢ a-d cb a-d-c-b . (2.6)
3 i34 45" T Subtraktion
a ¢ a-c e
3 1-4% Multiplikation
@ c_ad_ad o
e ivision

Im den folgenden Abschnitten wird der Malpunkt zwischen einer Zahl und einem Parameter
beziechungsweise einer Variablen oder zwischen Parametern beziehungsweise Variablen selbst
nicht mehr notiert, es sei denn dieser ist zum Verstdndnis von besonderer Bedeutung. Aus die-
sem Grund soll auch auf die Schreibweise fiir gemischte Briiche vollstdndig verzichtet werden,

da in dieser Schreibweise %3 = 2% =2+ % das Additionszeichen eingespart wird. Sobald das

13
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Multiplikationszeichen durch eine Konvention im Unterricht fallen gelassen wird, wiirde es zu
Verwirrungen und Missverstdndnissen kommen, sodass entweder 2% =2+ % oder 2% =2- %
gilt. Dieses Buch orientiert sich an der Konvention, welche in der hoheren Mathematik verwen-
det wird. Deswegen sollte auf die Schreibweise von gemischten Briichen vollstdndig verzichtet
werden und ausschliefllich nur eine einzige Konvention - die des Weglassens des Multiplikati-
onsoperators - verwendet werden.

14
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Ubungsaufgaben zur Bruchrechnung

Aufgabe 1: Welcher Bruch ist grifier? Trage die richtigen Zeichen (gleich =, gréfler als >
und kleiner als <) zwischen den Briichen ein.

1 1 1 3 2 4
hl hl b = b el =
a5 7 )31 ° 3 10
31 5 3 1 3
d) 2 Z e 2 - 2
) 3 2 s 3 )3 9
A 1 2 7 2 3
= el B = - N 2 2
9% 1 ) 5 15 3§
2 7 6 3 4 16
y oz L B o> 2 -
N3 3 )7 3 ) 5 20
)3 1 o3 )5 1
m) — = n) = = 0) — —
8 3 9 7 % 5
2 3 305 14 16
Py 3 935 3 Y
)3 24 MEI ) 5 131
8 64 9 1 Y g 11

Aufgabe 2: Kiirze die Briiche bis man sie nicht weiter kiirzen kann.

8 6 9
a)EZ b)ﬂ: C>E:
6 48 12
d)ﬁ— e)a— f)m—
)E_ )@_ Z-)E_
9) 125 = 5 108
16 6 24
J)E_ k)1_8_ l)gz
96 64 ) 144~
)§7 )%7 " 5000
Py 5= U 73 10000
8)%_ t)ﬁ_ u>ﬁ_
7 66 108
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Aufgabe 3: Erweitere die Briiche mit der angegebenen Zahl.

3 D 1

a) 2 mit: 9 b) = mit: 7 c) 5 mit: 8
1 7 4

d) 5 mit: 24 e) 3 mit: 6 f) 5 mit: 11
) 4

9) g mit: 8 h) E mit: 9 i) 77 mit: 7
7 6 3

7) 1 mit: 9 k) . mit: 5 [) D mit: 4
2 7 4

m) 3 mit: 21 n) 3 mit: 3 0) 6 mit: 13
3 5 7

p) 5 mit: 8 q) P mit: 6 7) 1 mit: 7
1

s) Z mit: 17 t) % mit: 4 u) ES mit: 1000

Aufgabe 4: Bestimme Nenner und Zihler des jeweiligen dargestellten Bruchs. (Es ist der
jeweilige graue Anteil gefragt.)

QODO0O0DODDD

. : . oo ' .4 3 1 5
Aufgabe 5: Veranschauliche folgende Briiche jeweils an einem Rechteck: ¢, 2, 5, 2 und ¢

/
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Aufgabe 7: Addiere die folgenden Briiche!

1 1 31
Lt p) 2 — —
o) 5+7 ) 7t
31 5 3
d) 242 = -
) 513 ) 6713
1 3 2 9
S0 S N
9 7% 3 ) 511

Aufgabe 8: Subtrahiere die folgenden Briiche!

1 1 3 1
R R T
1 3 3 5
) 575~ 8 16"
1 3 2 2

o2 ) 2 -2 —
9173 T

_l_
S| e

+

_|_

17
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Aufgabe 9: Addiere beziehungsweise subtrahiere die folgenden Briiche!

1

Aufgabe 10: Multipliziere die folgenden Briiche!

| =] =

QL
N~—
== ool wno| =

oot

w
[\]

Aufgabe 11: Dividiere die folgenden Briiche!

IS N I N I
| QO] —

w
]

| o

)E_E— )g+§_
714 “ 510
9 19 511
U RSTI 3= 75 =
y B2 p B
5 15 3 6
13 9 9 3
T DEti=
n S+ o 210
8 32 3 9
13 11
p BT w 23
6 3 5 4
7o JL_o 1
9T 1R 10 1000
13
3 1 2 3
Vi AT
5 3 1 2
RN D55 =
2 2 91
"5 V3%
3 1 2 3
b) -: — = - ==
) 71 95 70
3 5 1 9
ST D357
2 2 2 1
5 15 36

18
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Aufgabe 12: Multipliziere beziehungsweise dividiere die folgenden Briiche!

)53 _ 1315 9,13
Yoy 7 14 9510
21 31 9 19 5 11
d - = - — = —_. — =
) 5% ) 315 135
7 67 13 25 131
T RE T Ve s
1 3 13 9 9 3
) - — = k) —: == ) —:-=

1 76 ) T% ) 53
21 11 3 9 1 10
™ LS NS R
7 11 13 11
P) gigg = Q) £ 2= r) W=
R p BT w 2.3
8 16 6 3 54
23 17 7 11 11
) r g W) 5 R ) 15 000
5 1 13
v) 35 1000 T

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.2)) Lésungen zur
Bruchrechnen.
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2.2 Briuiche als Dezimalzahlen

Um Briiche in Dezimalzahlen umzuwandeln bedarf es der schriftlichen Division oder eines guten
Zahlengefiihls. Anhand eines Beispiels soll ersteres verdeutlicht werden.

2
- 2:7=0,28..
7 )
0
20
14
60 (2.7)
56
10
-~ 35

An Gleichung ist zu erkennen, wie jeder Bruch in eine Dezimalzahl umgewandelt werden
kann. Dabei wird bei der schriftlichen Divisionsrechnung nach jeder Subtraktion eine Nachkom-
mastellennull nach unten gezogen, sodass die Rechnung fortgesetzt werden kann bis kein Rest
mehr existiert, eine Periodizitdt wie bei % = 0, 3333333333... = 0, 3 festgestellt wird oder eine
genauere Dezimalzahl nicht mehr erforderlich ist. Da im Allgemeinen bekannt ist, dass % =1
ist, gilt folgende Definition zur Periodizitét: 30,3 = 0,9 := 1.

Im Allgemeinen sollte auf eine Umwandlung in Dezimalzahlen verzichtet werden, da die Dar-
stellung durch einen Bruch meistens, das weitere Vorgehen vereinfacht. Die Darstellung einer
Zahl als Bruch ist dabei eine Schreibweise, welche eine Rechnung fordert aber sie nicht ausfiihrt.
So kann zum Beispiel durch das Erhalten von Bruchdarstellungen folgende Rechnung leichter
durchgefiihrt werden als in der Dezimalzahlendarstellung, welche im direkten Vergleich darunter
zu finden ist. (Bei dieser Rechnung werden Klammern verwendet, deren Bedeutung genaustens
im Abschnitt ,, Klammersetzung* besprochen werden. Fiir diese Rechnung gilt, dass die Rech-
nung in der Klammer zu erst ausgefiihrt werden soll.)

2 1y 3_ (22 1) 3_5 3 33 3 1
3 6/ 5 \3:2 6/ 5 65 63 6 2 (2.8)
(0,6 +0,16)-0,6 = 0,83 -0,6 = 0,5

Die Gleichung zeigt, dass die Rechnung mit den Briichen zwar ldnger erscheint, aber
vollstdndig im Kopf durchgefiithrt werden kann. Wahrend die Rechnungen mit den Dezimalzah-
len vielen nur mit Taschenrechner gelingen und dabei noch die Problematik der Periodizitéit bei
der Eingabe in den Taschenrechner besteht, sodass als Ergebnis 0,499999999 auf dem Taschen-
rechnerdisplay angezeigt wird. Dieses Ergebnis wire nicht richtig und durch das Runden des
Ergebnisses bekommt der Schiiler oftmals den Eindruck, dass solche Rechnungen nicht ohne
Taschenrechner schaffbar seien.

Dieses Verfahren zur Umwandlung von Briichen in Dezimalzahlen ist in erster Linie niitzlich
um Prozentwerte auszurechnen, was detaillierter im Abschnitt ,, Prozentrechnung®“ beschrieben
wird.
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Ubungsaufgaben zu Dezimalzahlen

Aufgabe 1: Wandle folgende Briiche in Dezimalzahlen um.

1 1 1
a) %: b) §: c) 51:
d) 3= ) 1= ) 6=
9 ;= n = ) 2=
i) 2= b 15 = h %=
5 11 5
m) 9= n) i 0) 3=
p) %= q) %: r) gz
s) 6—77= t) %: w) 5_75:
v) 1—10: w) ﬁ: x) ﬁ:
Aufgabe 2: Berechne folgende Aufgaben.
a) 4-0,1= b) 140,75 = c) 9-1,001 =
d) 2,125 — 1 = e) 6,6+3,3= f) 140,0004 =
g) 3,003 :3 = h) 100 -1,001 = i) 1000 - 0,001 =
7) 5,5:5= k) 5-0,1+0,3= [) 1440,7=

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.3)) Losungen zu
Dezimalzahlen.

21



Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

2.3 Einsetzungsverfahren

Das Einsetzungsverfahren wird oftmals mit Gleichungssystemen in Verbindung gebracht, aller-
dings ist das dahinter liegende Prinzip von fundamentalerer Bedeutung fiir den Umgang mit
mathematischem und naturwissenschaftlichem Wissen. Bei diesem Verfahren wird entweder fiir
einen Parameter, einer Variable oder einen Term eine Zahl oder einem weiterfithrender Term
eingesetzt, sodass es generell zu einer Vereinfachung, einer Beispielrechnung oder der Reduzie-
rung von unbekannten Gréflen kommt. Dabei ist ein Parameter ein Platzhalter fiir eine Zahl
(oftmals werden a, b, ¢, d als Parameter verwendet), wihrend die Variable der Platzhalter fiir
eine verdnderliche Zahl (oftmals werden x,y, z als Variable verwendet) ist und ein Term ein
ganzer Abschnitt einer Rechenanweisung (zum Beispiel 5 - « - a wére ein Term).

Als Beispiel fiir das Einsetzen von Zahlen soll das Erweitern bei der Bruchrechnung aus Glei-
chung (2.6) dienen. Hierbei soll gelten, dass fiir a der Wert 2, fiir b der Wert 3 und fiir den

Erweiterungsparameter n die Zahl 4 eingesetzt werden soll.

a a 1 a n a-n 't 2

—_ = = . —_ — e — = —_— ml: fr—

b b b'n bon “

2 2 2 n 2-n .
ig_g.l_g-ﬁ_—bn mit: b =3

2 2 2 n 2.n

_:_.1:_._:_ t :4 (29)
373 3 n 3., MEn
é2_2 1_2 4 2.4 8

3 3 3 4 3-4 12

Wie bereits oben schon erwédhnt wurde, ist dieses Verfahren auch mit Termen moglich.
a+b=c mit: a=d—e+ f

=d—e—f+b=c mittc=e—f—d (2.10)
=d—-e—f+b=c—f—d
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Ubungsaufgaben zu Einsetzungsverfahren

Aufgabe 1: Ldse folgende Rechnungen, indem du fiir a = 3, b = 2, ¢ = 4 einsetzt. Beachte,
dass in einigen Rechnungen ein Term eingesetzt werden muss, welcher hinter der Gleichung
definiert niedergeschrieben ist.

a) a+b—c=
b) 3a—4b+c=
¢) ab—bc=

d) ab—ba =

e) 4ab+ 2cc — 3bc =

f) ade S =
9) 2ab+2ac—i—2bc-
h) a+ mit: d = abc
i) ad = mit: d = ab — cb
7) %: mit: d = 4aa
k) g—g: mit: d = abe
n Lo it: d
7= mit: d = =
d 2ac —c¢
b— = t:d=
m) a-+ . mi y

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.4)) Losungen zum
Einsetzungsverfahren.
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2.4 Prozentrechnung

Die Prozentrechnung ist von besonderer Bedeutung in der heutigen Gesellschaft, dabei versteckt

sich hinter ihr nur der Bruch ﬁ. Denn pro cent bedeutet iibersetzt nicht viel mehr als pro

hundert. Aus diesem Bruch heraus hat sich historisch dann das Prozentzeichen % entwickelt.

Der rechnerische Umgang ist durch das Ersetzen von % durch ﬁ gegeben.
1 4
4% =4 — = —=10.04 2.11
% 100 100 0.0 ( )

Auch andere Rechnungen sind auf diesen Fakt reduzierbar: Sei ein Kapital von 1000€ mit
einem Zinssatz von 4% pro Jahr angelegt, wie hoch wiren die Zinsen nach einem Jahr? Diese
Frage kann leicht dargestellt werden als:

1 1 4000€
1000€ - 4% = 1000€ - 4 - — = 4000€ - — =

= = 40€ 2.12
100 100 100 < (2:12)

wobei genauere Ausfithrungen zu dieser Art von Rechnungen weiter unten im Kapitel ,, Wirt-
schaftsrechnungen® folgen werden.

Der Dreisatz zur Frage ,, Wieviel sind 4% von 3007 gestaltet sich als:

300 entsprechen: 100%
3 entsprechen: 1% (2.13)
12 entsprechen: 4%

Allerdings ist der Dreisatz durch das Wissen, dass % = ﬁ ist, wie folgt verkiirzt durchzufiihren:

4-300 1200 1
100 100 7

wobei in Gleichung |D die Zwischenschritte weggelassen werden koénnten, da % und 3 -4
nicht von besonderer Schwierigkeit sind.

300 - 4% = (2.14)
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Ubungsaufgaben zu Prozentrechnung

Aufgabe 1: Wandele folgende Zahlen in Prozentwerte um.

a) 0,01 = b) 100 = ¢) 0,5 =
d) 0,125 = e) 0,0024 = ) 289 =
g) 0,9315 = h) 0,0341 = i) 0,801 =

Aufgabe 2: Wandele folgende Prozentwerte in Zahlen um.

a) 1% = b) 100% = ¢) 54% =
d) 1626% = €) 2,374% = £) 2,01% =
g9) 99% = h) 5% = i) 81,063% =

Aufgabe 3: Wandele folgende Briiche in eine Dezimalzahl um und schreibe sie dann als Pro-
zentwert auf. Bei dieser Aufgabe brauchen nur drei Nachkommastellen beachtet werden.

1 1 5
9 8 1
d) 1= €) % = ) 3=
7 9 43
9) 9= h) ;= i) 3=
Aufgabe 4: Berechne das Ergebnis.
a) 700-1% = b) 45-100% = ¢) 200-4% =
d) 80-25% = e) 1500 - 2% = f) 50000 - 3% =
g) 9000 - 99% = h) 3141-0,1% = i) 120 -5% =
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Aufgabe 5: Berechne das FErgebnis.

a) 4% von 1000€ sind:

b) 2% von 5550€ sind:

¢) 10% von 862434€ sind:
d) 19% von 299€ sind:

e) 12% von 1200€ sind:
f) 11% von 65300€ sind:

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.5) Losungen zur
Prozentrechnung.
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2.5 Assoziativ und Kommutativ

Das Assoziativ- und das Kommutativgesetz helfen beim Rechnen den Uberblick selbst iiber
sehr komplex wirkende Sachverhalte zu behalten und sollten deswegen bekannt sein. In diesem
Abschnitt werden diese beiden Gesetz und ihre Auswirkungen auf die Mathematik besprochen.
Auch wird nochmals motiviert, warum es lohnend sein kann mit Briichen und negativen Zahlen
zu arbeiten.

2.5.1 Kommutator

Das Kommutativgesetz besagt, dass die Vertauschung von Zahlen, Parametern oder Variablen
bei einer Rechenoperation keinen Einfluss auf das Ergebnis hat. Zur Uberpriifung des Kommu-
tativgesetzes dient der Kommutator, welcher folgende definierte Rechenanweisung ist:

la,b] =a-b—b-a (2.15)

Ist der Kommutator gleich Null, so gilt, dass a - b = b - a ist. Wenn man nun Zahlen fiir die
Parameter a und b einsetzt, so ist die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes intuitiv zu erkennen:

2,3]=2-3-3-2=6-6=0 (2.16)

Der allgemeine Kommutator ist fiir die Multiplikation definiert - wenn nun das Kommutativ-
gesetz zum Beispiel fiir die Addition iiberpriift werden soll, wird am Komma des Kommutator
gekennzeichnet welcher Operator untersucht wird.

[a, bl =a+b—b+a
2,,3]=243-342=5-5=0
Es wird deutlich, dass ohne die Einfithrung der ganzen Zahlen Z und der Bruchrechnung und

somit die Verallgemeinerung von Addition mit Subtraktion sowie der Multiplikation mit der
Division, dass Kommutativgesetz nicht fiir die Subtraktion und Division gelten wiirde.

(2.17)

la,_b]=a—b—b—a#0
2,_3]=2-3-3-2#0
la,b]=a:b—b:a#0

[2,,3] =2:3—-3:2#0
Durch die Einfithrung ganzen Zahlen Z und der Bruchrechnung veréndert sich Gleichung
AL

(2.18)

[a,y =b] = (a+ (=) — (=b+a) =0

By -2 =3+ (-2)—(—2+3)=1-1=0

[a,ﬂ:a%—%-a:%—%:o (2.19)
| 11 2 92

2. | =2.-——. 9 __

{’3} 33 33

Die besondere Bedeutung und die Konsequenzen des Kommutators werden im Kapitel ,,Diffe-
rentiation und Integration“ weiter ausgefithrt. Wahrend die Klammern im néchsten Unterab-
schnitt genaustens erklart werden
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2.5.2 Assoziativgesetz

Das Assoziativgesetz besagt, dass die Reihenfolge bei einer Rechnung keine Relevanz besitzen
darf. So macht es zum Beispiel keinen Unterschied bei der Addition oder Multiplikation von
drei Zahlen, welche zuerst verrechnet werden.

at+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)=b+(a+c)
a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)=b-(a-c)

Die Reihenfolge in Gleichung[2.20] wird beschrieben durch die Klammern, welche angeben welche
Rechnung zu erst vollzogen werden soll. Das jeweils letzte Gleichheitszeichen konnte nur durch
die Vertauschung der geschriebenen Reihenfolge der Parameter a, b und ¢, also dem Kommuta-
tivgesetz, geschrieben werden. Erneut zeigt sich, dass die Verallgemeinerung von Addition mit
Subtraktion sowie Multiplikation mit Division seine Vorteile hat, denn die Rechenoperatoren
der Subtraktion und der Division sind nicht assoziativ:

(a—b)—c#a—(b—2c)
(a:b):c#a:(b:c)
Allerdings gilt durch die Einfiihrung der ganzen Zahlen Z und des Bruchrechnens, dass der

Subtraktionsoperator umgeschrieben werden kann in — = +(—1) sowie der Divisionsoperator
mit nur seltenen Ausnahmen aus dem mathematischen Gebrauch verschwindet.

(2.20)

(2.21)

2.5.3 Klammersetzung

Wenn eine Rechnung mehr als nur einen Rechenoperator beinhaltet, dann lohnt es sich Klam-
mern zu verwenden, um den Uberblick zu behalten oder auf bestimmte Sachverhalte aufmerk-
sam zu machen. Im engeren Sinne ist die Rechnung mit Klammern auf die Multiplikation
reduzierbar. Dabei wirkt der aulenstehende Faktor auf jeden Summanden innerhalb der Klam-
mer:

a-(b+c)=a-b+a-c
16=2-8=2-(34+5)=2-3+2-5=6+10= 16 (2.22)

Das Beispiel aus Gleichung (22.22)) zeigt, wie der Faktor auf die Summanden innerhalb der Klam-
mern wirkt und somit das gleiche Ergebnis produziert, wie die Multiplikation des Faktors mit
der Summe der Klammer.

Bei der Verrechnung von Subtraktionsoperatoren mit einer Klammer gilt, dass das vorgestellte
Minus lediglich eine verkiirzte Schreibweise von (—1)- ist:

—~(b+c)=(-1)-(b+c)=(=1)-b+(-1)-c=—-b—c (2.23)

Auch Terme von Summen kénnen miteinander multipliziert werden:

@+h)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d=achadrborbd oo

In Gleichung (2.24) wirken zu erst die Summanden der ersten Klammer auf die zweite Klam-
mer, sodass dann die zweite Klammer wie in Gleichung (2.22)) ausmultipliziert werden kann.
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Es wird auch ersichtlich, dass die Schreibweise mit den Klammern wesentlich kiirzer ist. Das
Ausmultiplizieren ist trotz der verkiirzten Klammerschreibweise oftmals von Vorteil.

Die Klammersetzung ist nicht nur ein Bestandteil einer verkiirzten Schreibweise, sondern auch
von fundamentaler Bedeutung bei komplexeren Einsetzungsverfahren. So sei zum Beispiel a =
g + h und soll in die folgende Gleichung eingesetzt werden.

a-d=(g+h)-d=g-d+h-d (2.25)
Wie Gleichung ([2.25)) zeigt, sollte bei einer Ersetzung der eingesetzte Term am besten prophy-
laktisch umklammert werden, um Fehler zu vermeiden. Erst nach einer Reflexion der Gleichung

sollten dann die Klammern, wenn méglich, fallen gelassen werden.

Allerdings sollte auch die Umkehrung des Ausmultiplizierens, das Ausklammern, beherrscht
werden, da es oftmals die Ubersicht verbessert, wie in diesem Beispiel:

a-b+a-c+a-d+a-e+a-f+g=a-(b+c+d+e+f)+yg (2.26)
Die Gleichung (2.26)) zeigt, dass der Faktor a, welcher sich in vielen Summanden befindet, aus-

geklammert wurde um die Ubersicht zu verbessern. Generell gilt, dass man gleiche Vorfaktoren
bei Summen ausklammern kann.
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Ubungsaufgaben zur Klammersetzung

Aufgabe 1: Berechne das Ergebnis.

1 25+ 65
a)§(9+7)— b) TR
16 + 48
&) 4(3+2)—2(143) = d) ‘g _
Aufgabe 2: Multipliziere die Klammern aus.
a) 4(a+b) = b) c(a — 5b)
2
c) 5(9@—5): d) (a+0b)(a+0b)=

0 2(5-%)- P (a=b)a—t)=
g) (a+0b)(c+d)= h) (a—0b)(a+0b)=
0 D -

Aufgabe 3: Klammere so viel wie moglich aus.

a) 9a+ 9b = b) 2a+6—8b=
c) ab—acd + aa = d) 2ab+ 4ab + 8ab =
50 25
) b—z +2 = ) abedefghijkl — bede fghijk =

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.6) Losungen zur
Klammersetzung.
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2.6 Potenzen

Wie schon zuvor wurden viele Rechenmethoden und neue Eigenschaften eingefiihrt, um die
Ubersicht oder Handhabung von rechnerischen Ausdriicken zu vereinfachen. Aus dem selben
Grund wird die Potenz eingefiihrt, welche als verkiirzte Schreibweise der wiederholten Multi-
plikation einer Zahl dient.

a-a=a’
a-a-a-a-a=ad (2.27)
20=2.2.2.2.2.2
Fiir Potenzen gelten Rechenregeln, welche schnell erklédrt werden konnen, wenn der abkiirzende
Charakter wie in Gleichung verinnerlicht wurde. Im Folgenden soll eine Regel gezeigt

und dann begriindet werden, dass diese gilt (auBer die Regel ist intuitiv).

a*-a*=a*P=d"=(a-a)-(a-a-a)

=a:d?=d?=d' =a

Aus der Bedingung, dass ¢ = 1 sein muss und mit der Regel aus Gleichung ([2.28)) ergibt sich
daraus, dass a' - £ = a® = 1 sein muss. Hieraus ergibt sich:

(2.28)

a’ =1

Lo (2.29)
a — =
a

Des Weiteren kann aus Gleichung ([2.28]) abgleitet werden, dass Rechnungen mit Potenzen nicht
assoziativ sind:

33 _ 9 (2.30)

AuBlerdem lisst sich aus Gleichung ([2.28)) mit Gleichung (2.30)) ersehen, dass

1

=a?:=+a
gilt, wobei \/a die Wurzel von a genannt wird. Die Wurzel habt die Potenz ? auf, wie in Glei-

chung (2.31]) zu sehen ist.

(2.31)

Somit gelten zusammengefasst folgende Regeln fiir die Potenzrechnung:

an . am . an+m
(an)m — M
a’ =1
1 2.32
oo L (2:32)
. a
an = {L/g
(a")" # o)

Abschlieflend ist noch zu erwéihnen, dass bei dem Ausdruck a™ es sich bei @ um die Basis und
bei n um den Exponenten handelt.
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2.6.1 Wurzeln

Wurzeln sind die Umkehroperationen zum Potenzieren. Somit steht hinter der sogenannten
Quadratwurzel der Zahl z (1/z) die Frage: ,, Welche Zahl ergibt mit sich selbst multipliziert die
Zahl 27 Hierzu lohnt es sich einige Zahlen zum Quadrat (zum Beispiel: 82 = 64) zu kennen,
um direkt ein Ergebnis einer Wurzel zu erkennen. Da es nicht nur die Quadratwurzel der Zahl
z (y/z = z2) gibt, sondern auch noch héhere Werte des Nenners im Exponenten, lohnt es sich
stets die jeweilige Wurzel als Potenz zu schreiben.

Vz = 22 = 'z
Wz =21
Es gibt ein schriftliches Verfahren eine Wurzel zu ziehen, allerdings bedarf es einer sehr aufwen-
digen Erklarung, welche in einer spéiteren Version dieses Buches folgen konnte, da die Schiiler

heutzutage oftmals bei der Einfithrung der Wurzel mit dem Taschenrechner arbeiten wird vor-
erst das schriftliche Wurzelziehverfahren ausgespart.

(2.33)

2.6.2 10er Potenzen

Von allen Potenzen haben 2er Potenzen 2" in der Informatik und die 10er Potenzen 10™ eine
besonders wichtige Funktion inne. Grade in der Physik werden besonders grofie Groflen mit
besonders kleinen verrechnet. Die daraus resultierenden Ergebnisse sollen dann wieder in einer
Grofle angegeben werden, die dem Menschen zur Vorstellung geniigen. Deswegen werden viele
Groflen mit Hilfe der 10er Potenzen umgerechnet. Fiir diese gilt:

10% = 100
(2.34)
107 = —— = 10,001
1000 ’
Jede Einheit ist meistens mit einer sprachlichen Abkiirzung verbunden, so steht bei lem das
,centi® fir 1(1)—0 = 1072. Eine Tabelle mit der Auflistung vieler dieser Abkiirzungen und ihre

Bedeutung als 10er Potenz befinden sich im Anhang ([12.3).

Wiéhrend fiir alle Einheiten k fiir Kilo also Tausend steht, steht dies sprachlich bei der Einheit
Byte B auch fiir Tausend. Allerdings versteckt sich hier durch den Fakt, dass Computer nur
die 0 (Nein) und die 1 (Ja) kennen, eine andere Zahl:

10°m = 1km

10°m = 1Mm

2B = 1kB = 1024B
229B = 1M B = 1048576 B

Bei der Einheitenumrechnung ist das Versténdnis von 10er Potenz von elementarer Bedeutung,
da

(2.35)

1dm = 10em = 10'em
1dm? = 1dm - 1dm = 10cm - 10em = 100em? = 10%cm? (2 36)
1dm? = 1dm - 1dm - 1dm = 10em - 10em - 10em = 1000cm?® = 103em?® := 11 '

gilt. Dahinter verstecken sich sprachliche Abkiirzungen, die mit potenziert werden 100cm? =
100(cm)? = 100¢*m? = 10*;5;m? = 1m?2. Die Schreibweise fiir 1em? ist wieder nichts weiter
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als eine Konvention zur Abkiirzung fiir 1(cm)?. Wie Gleichung ({2.36) gibt der Exponent der
Einheit an, mit welcher Zahl die Anzahl der Null der Standardumrechnung multipliziert wird:

1km = 1000m = 10*m
1km? = (10°m)” = (10%)*m? = 10**m? = 1000000m? = 10%m?

5 5 (2.37)
1km® = (10°m)” = (10%*)" m® = 10>°m® = 1000000000m* = 10°m?
2.6.3 Binomische Formeln
Mit Hilfe der Potenzen kénnen auch die Summen potenziert werden:
(z+d)-(z+d)=@+d?=2"+z-d+d-v+d*=1*+2-d- v+ d*
(z+d)-(r—d)=(x+d?=2"+2-d—d- v+ d* =2>—d° (2.38)

Die beiden Gleichungen aus Gleichung werden Binomische Gleichungen genannt und
werden in der Beschreibung der Natur immer wieder vorgefunden und nicht zu Letzt deswe-
gen im Mathematik und naturwissenschaftlichen Unterricht in Klausur- und Ubungsaufgaben
verwendet.

Generell kann man diese Binomischen Formel noch fiir jede Potenz verallgemeinern, dazu dient
das sogenannt Pascal’sche Dreieck, welches die Vorfaktoren wiedergibt.

(z +d)° 1

(z+d)?t r+d

(r + d)? ?+2-d-x+ d*

(z +d)? 2 +3-d-a*+3-d* v+ d°

(z + d)* t4+4-d-234+6-d*- 2 +4-d° x+d
(x+d)° | 2°+5-d-2*+10-d*-2°+10-d° -2 +5-d" -z + d°

Dabei pflanzen sich die Vorfaktoren (sogenannte Koeffizienten) so weiter fort in dem die be-
nachbarten aufaddiert werden. Die Potenzen des ersten Parameters oder Variable startet stets
mit der hochsten Zahl und nimmt bei jedem weiteren Summanden ab, wéhrend die Potenz des
zweiten Parameters zunimmt. Die Vorfaktoren, welche sich im Pascal’schen Dreieck befinden,
werden im Kapitel ,, Wahrscheinlichkeitsrechnung® durch die sogenannten Binomialkoeffizienten
erneut auftauchen und nochmals erlautert. Weitere Koeffizienten aus dem Pascal’schen Dreieck
kénnen im Anhang gefunden werden.
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Ubungsaufgaben zu Potenzen

Aufgabe 1: Berechne das Ergebnis.

a) 2° = b) 3=

d) 27! = e) 10° =

g) 4% = h) 107° =

) (5) = k) 4(%) =

m @)= W) (107)7 =

p) (100%>2: 9 (3 141&738)2’718:

Aufgabe 2: Berechne das Ergebnis.

a) V16 = b) V81 =
d) V27 = e) V144 =
g9) V289 = h) V81 =

Aufgabe 3: Rechne in die angegebene FEinheit um.

a) 1m?* = cm? b) 2,718km = mm

d) 3m® = dm?® e) 0,5cm? = m?

g) 10°km? = dm? h) 1,234dm = mm
1

7) ng3 = km?® k) 0,01km?* = cm?®

m) 6,6m* = cm? n) 0,025km" = mm’

¢) V8=

f) V100000 =

i) 216 —

c) 1mm? = dm?

f) 13,3cm® = m?
15

i) —pum?® = mm?
4

) 125mm® = cm®

0) 3,141Tm* = nm?
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Aufgabe 4: Rechne in die Klammer aus.

a) (a+4)° =

c) (\/5(1—1—2)4
&) (a—1b)*

b) (a— \/5)2

o (sas2)

f) (a+b+c)’

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.7) Losungen zu
Potenzen.
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2.7 Logarithmen

Da die Potenzen eingefiihrt wurden, sollte auch eine Rechenvorschrift eingefithrt werden um
den Exponenten zu bestimmen. Diese wird Logarithmus genannt, welche folgende Frage in
mathematischer Art und Weise stellt: ,,Die Basis und das Ergebnis seien bekannt, welche Grofle
muss der Exponent haben?*

a“=b< c=log,b (2.39)

Gelesen wird log, c als ,,der Logarithmus von b zur Basis a“. Wie fiir die Potenzen gelten auch
fiir die Logarithmen Regeln, welche sich aus den Potenzgesetzen ableiten lassen.

A’ = " . " e 1Oga(77/ . m) = log, n + log, m

= log, o log, n —log, m
m

log,n™ =m -log,n

alogan =n

log, a (2.40)

log,n = ——
log, n

log,a=1

log,1=0

Dabei werden folgende Abkiirzungen fiir bestimme Werte der Basis verwendet:

logign =1lgn
1 =1b

82Tt = DN (2.41)
log.n=Inn ,

wobei e = 2, 718281... die Euler’sche Zahl ist, deren Bedeutung im Kapitel der Funktionen im
Abschnitt der Exponentialfunktionen und bei der Differentiation noch gerecht wird.
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Ubungsaufgaben zu Logarithmen

Aufgabe 1: Berechne das Ergebnis.

a) log, 16 = b) 1g1000 = c) logg 64 =
d) 1b 512 = e) Ine’ = f) logs 125 =
g) logys 125 = h) lg11-10° = i) logy; 1=
j) logs 81 = k) log,64 = [) log;225 =

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.8) Losungen zu
Logarithmen.
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2.8 Aquivalenzumformung

Die Aquivalenzumformung stellt die Basis fiir den Erkenntniserwerb und steht als selbst-
verstindliches Vorwissen aller Schiiler im Zentrum des naturwissenschaftlichen Unterrichts.
Letztendlich versteckt sich hinter diesem Wort nur die Bedingung, dass auf beiden Seiten des
Aquivalenzzeichens ,=* immer die gleichen Operationen durchgefithrt werden miissen. Dabei
wird hinter dem Kommandostrich ,,|“ hinter der umzuformenden Gleichung die nachfolgende
Operation angegeben.

0=0 |+2
=92=2
Die Gleichung 1) zeigt, wie auf beiden Seiten des Aquivalenzzeichen die Zwei addiert wur-

de. Dabei steht der Pfeil = fiir ,,daraus folgt“, und ist nicht zwingend erforderlich bei einer
Aquivalenzumformung.

(2.42)

8=8  |-2
6=6 |3
| (2.43)
18=18  |:2
9=09

Die Gleichung zeigt, wie im ersten Schritt auf beiden Seiten des Aquivalenzzeichen die
Zwei subtrahiert wurde. Im zweiten Schritt werden beide Seiten mit drei multipliziert und im
dritten Schritt durch zwei dividiert. In diesen beiden Beispielen sind die vier Grundrechenarten
gezeigt, was nicht bedeutet, dass andere Rechenoperationen ausgeschlossen sind.

Aquivalenzumformungen dienen dazu um Gleichung umzustellen und so unbekannte Parameter
zu bestimmen. Parameter sind Platzhalter fiir Zahlen und werden in der Regel mit Buchstaben
am Anfang des Alphabets beschrieben. Wenn keine genaue Beschreibung fiir die Parameter
angegeben sind, gilt a,b, ... € R. Im folgenden Beispiel soll nach x aufgelost werden.

Oz%-x+b—c |+c
c:g-x |—b
c—bz%-x I-d (2.44)
d-(c—b)=a-x |:a
d-(c—b):x

a
Jede Rechenoperation, die den Wert nicht verédndert ist zuléssig! Die Addition der 0 und die
Multiplikation der 1 sind solche Operationen. Dabei ist 0 das so genannte neutrale Element der
Addition und 1 das neutrale Element der Multiplikation.

1 1 1 4 4 R
573" 1= 5'1°3 Multiplikation der 1
4=44+0=44+6-6=10—6  Addition der 0 (2.45)

Die Beispiele aus Gleichung ([2.45)) zeigen, dass die Multiplikation des neutralen Elements mit
dem Erweitern von Briichen unmittelbar in Verbindung steht.
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2.8.1 Quadratische Erganzung

Das Ziel bei einer quadratischen Ergéinzung ist es, eine Gleichung so umzuformen, dass man
die binomischen Formeln ausnutzen kann um die Potenz der Unbekannten zu reduzieren. Als
erklarendes Beispiel soll diese allgemeine Gleichung, welche auch allgemeines Polynom zweiter
Ordnung oder quadratische Gleichung genannt wird, dienen (Auf die Eigenschaften von Poly-
nome und explizit quadratische Termen wird im Kapitel ,,Funktionen“ genauer eingegangen.):

az® +bx+c=0 (2.46)

Diese Form erinnert an die so genannte erste binomische Formel (z +d)? = 2? + 2dz + d*. Aus
diesem Grund wird der Vorfaktor (Koeffizient) a des quadratischen Terms ax? iiber Aquivalen-
zumformung entfernt.

ar® +br+c=0 |:a
5 a a

- -=0 24
x+b:c—|—c (2.47)

Durch direktes gegeniiberstellen der Terme konnen bestimmte Bedingungen an die Vorfakto-
ren gekniipft werden, sodass die kiinstliche Generierung einer Binomischen Formel moglich
wird, dies wird Koeffizientenvergleich genannt. Generell wird der Koeffizientenvergleich immer
angewendet, wenn eine Gleichheit von Vorfaktoren zu einer erheblichen Vereinfachung eines
Problems dienen kdnnte.

24 tr+ L =0
b c

22+ 2dx +d> =0 (2.48)

Durch den Koeffizientenvergleich der rot markierten Vorfaktoren, kann folgende Bedingung auf-
gestellt werden: £ = 2d) und so der Parameter d als 5; bestimmt werden. Da die zu lésende
Gleichung noch kein d? beherbergt, muss dieses durch eine Addition hinzugefiigt werden. An-
schlieBend werden alle Terme die nicht zu einer Binomischen Formel gehoren auf die andere

Seite des Gleichheitszeichens gebracht:
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+4 1% +(ﬁ)2
TRt 2
BRORNOME

b 2 c  \2 c (2.49)
2, @ aN?_(ay?_a
x+bx+<2b>_<b> c

Nach genauerer Betrachtung ist festzustellen, dass auf der linken Seite des Gleichheitszeichen
die erste binomische Formel vorzufinden ist. Nach der Ersetzung fallt auf, dass die quadratische
Potenz und die lineare Potenz in der Variablen z verschmolzen sind. Um nun nach der Variable
restlos aufzulosen, muss auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens die Wurzel gezogen werden,
da dies die Umkehrfunktion zum Quadrieren ist. Dabei ist zu beachten, dass es eine negative
und eine positive Losung gibt, da zum Beispiel 22 = (—2)? ist.

. (2.50)

nat g =2/(5) -5 5
a

na=— = () -

Nach einer Umbenennung der Parameter p =  und ¢ = £ erkennt man, dass die so genannte
p-q-Formel hergeleitet wurde:

+pr+qg=0

2
= 29 = _g + (E) s (2.51)

Um Zeit in bestimmten Klausur- oder Unterrichtssituationen zu sparen empfiehlt es sich die
p-q-Formel aus Gleichung zu verwenden, dennoch sollte von ihrer Benutzung abgeraten
werden, denn in der hoheren Mathematik (siehe Kapitel ,, Differentiation und Integration*) sind
viele Aufgaben nur noch mittels der quadratischen Ergénzung effektiv zu l6sen.

Wenn bei einer Gleichung in offensichtliches Produkt mit einer quadratischen Gleichung vor-
liegt, lohnt es sich diese auszuklammern
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ar® +bx’ +cx =0

2.52
=z - (az’ +br+c) =0, (2.52)

sodass das die Faktoren des Produkts separiert betrachtet werden kénnen, denn es gilt nach
wie vor: Wenn einer der Faktoren gleich Null ist, dann ist das gesamte Produkt gleich Null.

T -(ax2+bx+c):O:>x1=O
\ \—/_/
=0 !
=0 (2.53)
=ar’+br+c=0

Ab diesem Zeitpunkt kann die restliche Gleichung mit der quadratischen Ergénzung gelost
werden. Das Ausklammerungsverfahren funktioniert nicht nur bei hoheren Polynomen, sondern
immer, wenn aus allen Bestandteilen der Gleichung ausgeklammert werden kann. So ist es
moglich bei einigen Gleichungen die Losungen direkt abzulesen.

2 —6r=2(r—6)=>2,=0A1y=6 (2.54)

Aus diesem Grund lohnt es sich nicht immer Klammern aus zu multiplizieren.
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Ubungsaufgaben zur Aquivalenzumformung

Aufgabe 1: Lise folgende Gleichungen nach x auf.

a) 3-x+4= b) 2-x—9=
¢) 9-z+55=0 d) 5-2—25=
€) 3-x4+9= f) 2 —66=9
g) 4-x+4=11 h) 9-x—5=
i) 32-x+3=5 j) 1-x+91=44+2x-23
k) T-x+14=-3-z [) 98-2+15=8-2+10

Aufgabe 2: Lise folgende Gleichungen nach x auf.

a) —162* +64=0 b) V2r —6—144=0

1
c)ﬁ—N:O d) Inbx =2

1 1
e) ln—3:\/§ f) 8—?1;4—\/25:10&)1

x
2

9) <x4x5x%> =49 h) e*7 % =2

Aufgabe 3: Lise folgende Gleichungen nach x mit Hilfe der quadratischen Erginzung auf.

a) 2*+22+1=0

b) 42® — 162+ 16 =0
¢) 30 +24xr -3 =0
d) 51 —20x = 50

e) 27° — 20z =6 — 10x

f) Tz =8 — 327
g) 322 —62=0
1 1

h ——r—=-=0
) 2? 5%~ 3

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ([12.5.9) Lésungen zur
Aquivalenzumformung.
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2.9 Substitution

Bei jeder Rechnung ist es dem Rechnenden freigestellt Abkiirzungen einzufithren. Dieser Prozess
wird Substitution genannt. Im folgenden Beispiel wird die Summe innerhalb der Klammer
substituiert:

(z+ a)? mit: y ==z +a
= y2
Dabei ist es wichtig zu beachten, dass bei der Substitution ersetzten Variablen vollstédndig
eliminiert werden.

(2.55)

(x4a)’ -z mit: y:=r+a = r=y—a
=y (y—a)=y' —a-y’
Jede Substitution ist zuldssig. Wichtig wird dieser Prozess besonders wenn komplexere Aufga-

ben dadurch wesentlich vereinfacht werden konnen. Aus diesem Grund wird im Kapitel , Diffe-
rentiation und Integration® nochmal besonders auf die Substitution eingegangen.

(2.56)
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Ubungsaufgaben zur Substitution

Aufgabe 1: Schreibe die Gleichung mit der angegebenen Substitution auf.

a) (:L'2+:1:+1)3:8 mit: y = 2% + 2+ 1
b) (a+4x)%:6b—c mit: y? = 42 +a
¢) (18z —4ab)’* = ¢ mit: /y = 18z — 4ab
) 2%7¢ =32  mit: b=2a—c

)

f)
g) (Ba+2x)(2x —3a) =0 mit: y = 2x + 3a
h) In(2°+4x) =2 mit: y = 2 + 4z

S

[

=4a mit: y = x + 4a

x
> +8+16=0  mit: (y+4)°=a2>+8x+16

Aufgabe 2: Finde die Substitution heraus und schreibe sie auf.

a) 2*+42 —2-8=0=>y—-8=0

r 2 1
b) = ——=0=>y——-=0
) 52 y-
z? 5 9
¢) —+——-3=0=dz*+5d—-3=0
ab  ab
ar?® +br — c Y
d) ——=0=>—=0
) ) da

e) ar+br+cr+axd+rxe—f=0=grx—f=0
2
f) a:2+4:c—8:0:><%+2> —0

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.10)) Lésungen zur
Substitution.
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2.10 Fakultaten und Binominal Koeffizienten

Einige Abkiirzungen werden oft bei der Wahrscheinlichkeitsrechnung sowie bei Reihendarstel-
lungen verwendet. Zu diesen zéhlen Fakultdten und Binominal Koeffizienten. So kann zum
Beispiel die Rechnung

6-5-4-3-2-1="720 (2.57)

abgekiirzt werden, durch den sogenannten Fakultatsoperator !:

6!=6-5-4-3-2-1="720

=>n!:n-(n—1)...2.1 (258)

Dabei ist die Fakultéit so definiert, dass 0! := 1 gilt. Einige Konstellationen mit der Fakultét
kommen besonders hdufig vor. Die am h#ufigsten vorkommende Anordnung von Fakultédten
wird Binomialkoeffizient genannt und ist definiert durch:

( Z ) - k;(nn—lk)u (2.59)

Generell sollte der Umgang mit neuen Abkiirzungen, die neu eingefiithrt wurden, geiibt werden,
da in der Mathematik noch viele weitere Abkiirzungen warten. So werden zum Beispiel im
Kapitel ,Reihen* weitere oft vorkommende Abkiirzungen eingefiihrt.
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Ubungsaufgaben zu Fakultiten

Aufgabe 1: Berechne das Ergebnis.

| | 7!
a) 5! b) 3! c) ol
3! (4D)!

Aufgabe 2: Berechne das Ergebnis und vergleiche die ausgerechneten Binomialkoeffizienten
mit dem Pascal’schen Dreieck.

o (1) ) (1) 0 (3) ()
0 (3) 0 (V) n(2)(3)

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.11]) Losungen zu
Fakultéten.
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3 Geometrie

Eines der zentralen Themen der Mathematik in der Schule ist die Geometrie. Dies ist dem Fakt
geschuldet, dass geometrischen Formen im menschlichen Alltag iiberall vorzufinden sind und
viele Vorgénge durch sie beeinflusst werden.

3.1 Zahlenstrahl

Der Zahlenstrahl ist eine Linie, an der es moglich ist Zahlen in regelméfligen Absténden vorzu-
finden. Diese Linie ist eine Halbgerade, also eine gerade Linie mit einem Anfangspunkt (beim
Zahlenstrahl wire dies die 0) aber keinen Endpunkt. Durch die Einfiihrung ganzen Zahlen ZEI
wird aus dieser Halbgeraden eine Gerade, welche weder Anfangs- noch Endpunkt besitzt.

1 1 1 1 1 — Halbgerade (Zahlenstrahl nur mit N)

1 1 1 1 1 1 1 — T Gerade (Zahlenstrahl mit Z)

Eine wichtige Eigenschaft des Zahlenstrahls ist, dass ein Einheitenschritt (also der Abstand
von 1 bis nach 2) beliebig gro sein kann. Allerdings miissen alle Einheitenschritte die gleichen
Absténde haben - es wird von dquidistanten Absténden gesprochen. Das x am Zahlenstrahl
beschreibt den Namen der Dimension, auf der sich die Zahlen befinden.

Der Zahlenstrahl ist ein eindimensionales Objekt, da es nur mdoglich ist sich nach Vorne oder
Hinten auf dem Zahlenstrahl zu bewegen. Andere Objekte dieser Art sind Geraden und Halbge-
raden im Allgemeinen. Auflerdem existieren noch Strecken, welche im nachfolgenden Abschnitt
erlautert werden.

7Z=1.,-2,-1,0,1,2, ...}
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Ubungsaufgaben zum Zahlenstrahl

Aufgabe 1: Trage die fehlenden Zahlen ein.

a)
f f f f f f f f f f f x
5 -4 2 1 0 1 2 3 5
b)
f f f f f f f f f f f X
25 -20 -10 0 5 10 25
c)
f f f f f f f f f f f X
05 0 1 125
d)
f f f f f f f f f f f x
-1 0 1
e)
f f f f f f f f f f f x
1634 1635 1636,5
f)
f f f f f f f f f f f X
0,067 0,068
g)
f f f f f f f f f f f X
1 4
7 7
h)
f f f f f f f f f f f X
- 0 s
i)
: ‘ ‘ ‘ : x
1,4142 3,4142

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.12)) Losungen
zum Zahlenstrahl.
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3.2 Winkel

Als wichtigster Bestandteil der Geometrie in der Schule kann das Geodreieck angesehen werden
und sollte in keinem naturwissenschaftlichen und mathematischen Unterricht fehlen.
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In der Abbildung mit dem Geodreieck wurden zusétzliche farbige Strecken eingefiigt, an denen
die Funktionsweise des Geodreiecks erklart werden kann. Strecken sind im Allgemeinen gerade
Linien mit einem Anfangs- und einem Endpunkt. Eine Strecke zwischen den Punkten A und
B wird durch AB verschriftlicht. Die wohl bedeutendste Strecke auf dem Geodreieck ist die
Nulllinie, welche auch Mittellinie oder Orthogonalitatslinie genannt wird. Diese Strecke ist rot
markiert. Wenn das Geodreieck so auf eine gezeichnete Linie gelegt wird, dass die Linie von der
Nulllinie verdeckt wird, dann kann ein sogenannter rechter Winkel zu dieser Linie eingezeichnet
werden. Ein solcher rechter Winkel zwischen den zwei Strecken AB und AC wiirde wie folgt
aussehen:

Q)
Q

A AB

Ein Winkel zwischen zwei Strecken wird durch einen Bogen beschrieben und der Wert in ihm
eingetragen. Dabei stellt der rechte Winkel aufgrund seiner Relevanz fiir die Mathematik und
Naturwissenschaften eine Besonderheit da, denn statt den Wert 90°, wie auf auf dem Geo-
dreieck abzulesen ist, einzutragen, wird stattdessen als abkiirzende Schreibweise ein Punkt in
den Kreisbogen gesetzt. Winkel werden in der Geometrie nahezu immer in der Einheit Grad
° gemessen, wobei die Zahl fiir einen rechten Winkel in der Geschichte irgendwann willkiirlich
festgelegt wurde. Es gibt noch andere Einheiten fiir die Winkelmessung, die sich bis heute nicht
in der Geometrie durchgesetzt haben. Im Kapitel , Funktionen“ wird noch eine Umrechnung
zu einer anderen Einheit vorgenommen, da es sich im dortigen Zusammenhang lohnt eine neue
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Einheit fiir die Winkel einzufithren. Die mathematische Schreibweise eines Winkels am oben
gezeigten Beispiels ist wie folgt definiert:

£ (AB,AC) = 90° (3.1)

und wird gelesen als , Der Winkel zwischen der Strecke AB und der Strecke AC ist gleich 90°.*
Winkel kéonnen nicht nur zwischen Strecken zu finden sein sondern auch zwischen Geraden.
Geraden sind Linien ohne Anfangs- und Endpunkt. Die Strecken AB und AC werden auch
Schenkel des Winkels genannt.

Die Abbildung zeigt einen rechten Winkel zwischen der Gerade f und g: £ (f,g) = 90°. Die
Eigenschaft, dass Strecken und/oder Geraden einen rechten Winkel zu einander haben, wird
Orthogonalitit genannt. Es wird davon gesprochen, dass zum Beispiel zwei Geraden orthogo-
nal zu einander sind (oft wird auch der Begriff ,;senkrecht” verwendet). Abkiirzend wird die
Orthogonalitdt der Strecken und Geraden in den Beispielen so ausgedriickt:

ABL1AC
flg

Wie das Geodreieck schon vermuten lésst, gibt es nicht nur rechte Winkel sondern sechs andere
Einordnungen in Gruppen von Winkeln. Dazu ist es unerldsslich Winkel messen zu koénnen.
Hierfiir wird das Geodreieck so positioniert, dass sich der Schnittpunkt der Linien direkt auf
der Null befindet. Dann muss die erste Linie so ausgerichtet werden, dass sie genau auf der
hellblauen Linie liegen wiirde und die zweite Linie sich unter dem Geodreieck befindet. Diese
zweite Linie trifft dann auf eine Gradzahlmarkierung, welche dann den Wert der Winkelgrofie
angibt. In der Abbildung mit dem Geodreieck sei die dunkelblaue Linie die zweite Linie. Sie
trifft die Winkelmarkung (beim gelben Bogen) bei 34° und somit hat der Winkel zwischen den
blauen Linien auch genau diese Grofle. Wenn der Winkel allerdings gréfler als 90° ist, dann
miissen die anderen Zahlen (in diesem Fall die gelb unterlegten) verwendet werden.

(3.2)

Winkel werden in verschiedene Gruppen eingeordnet. Die ersten drei Arten von Winkel konnen
anhand der folgenden drei Beispiele dargestellt werden:

Dabei wird bei einem Winkel zwischen 0° und 45° von einem {iberspitzen Winkel gesprochen
(0° < £((AB, AC)) < 45°). Bei Winkeln ab 45° bis 90° ist die Rede von einem spitzen Winkel
(45° < £((DE,DF)) < 90°). Wihrend ein Winkel zwischen 90° und 180° stumpfer Winkel
genannt wird (90° < £((GH,GK)) < 180°).

Auch die Winkel ab 180° kénnen in drei Gruppen einsortiert werden.
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Wobei ein Winkel von 180° gestreckter Winkel genannt wird (£((AB, AC)) = 180°). Bei Win-
keln zwischen 180° und 360° ist die Rede von einem iiberstumpfen Winkel (180° < £((DE, DF)) <
360°). Abschlieflend existiert noch ein Winkel von 360°, welcher als voller Winkel bezeichnet
wird (£((GH,GK)) = 360°).

Uberstumpfe Winkel kénnen mit einem Geodreieck nicht direkt gemessen werden, allerdings
kann der andere nicht gesucht Winkel abgelesen werden. Danach bedarf ein nur einer kleinen
Rechnung, um den Wert fiir den iiberstumpfen Winkel zu erhalten. Dabei wird der abgelesene
Wert des nicht gesuchten Winkels von einem vollen Winkel 360° subtrahiert.

Allerdings gibt es auch Strecken und Geraden, welche sich nicht schneiden, sodass eine Winkel-
bestimmung entweder schwer oder gar unmoglich wird. Wenn zwei Linien immer den gleichen
Abstand zu einander haben, dann wird dies Parallelitdt der Linien genannt. Mit den griinen
Linien des Geodreiecks kann dies getestet werden.

Die beiden Geraden f und g sind parallel zu einander, da sie immer den gleichen Abstand zu
einander haben. Mathematische wird dies ausgedriickt durch:

fllg (3.3)

Die Parallelitéit zwischen zwei Linien kann auch tiberpriift werden, in dem eine orthogonale
Linie zur ersten Linie gezogen wird. Wenn diese auch wieder orthogonal zur zweiten Linie ist,
ist dies ebenso ein Anzeichen fiir die Parallelitét.
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Im Groflen und Ganzen koénnen viele wichtige Eigenschaften der geometrischen Korper durch
Winkel und durch Parallelitdt sowie Orthogonalitit beschrieben werden, sodass diese Begriffe
von jedem Schiiler verinnerlicht sein sollten.
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Ubungsaufgaben zu Winkeln

Aufgabe 1: Bestimme die Winkel und ordne sie den Kategorien zu.

C C
AC AC %A_C/
B A AB B A AB
A AB
C
— B A
- A AB AB
A —_—
IC AC
C
— B C
A AB
C
C
Al B
aC AC AC
3 N B
A AB A AB C
C
- AC
- .
C B — B
AC A AB A AB A
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Aufgabe 2: Zeichne die folgenden Winkel.

148° 27° 29° 90° 210° 180° 11° 70°
30° 60° 120° 330° 267° 240° 94° 5°

Aufgabe 3: Teste auf Parallelitdt.

b
d
C

g
i J

h
l k
Aufgabe 4: Teste auf Orthogonalitdt.
a C e g
b d f h

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.13]) Losungen zu
Winkeln.
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3.3 Rechteck

Nachdem Winkel anhand von Strecken und Geraden eingefiihrt wurden und somit der erste
Kontakt mit einer Ebene, also einer Ausdehnung in zwei Dimensionen, werden nun weitere
wichtige Groflen fiir zweidimensionale Kérper am Rechteck eingefiihrt. Fin Rechteck ist eine
geometrisches Objekt, welches aus vier rechten Winkel besteht. Somit hat ein Rechteck insge-
samt eine Winkelsumme von 360°. Aulerdem besitzt jedes Rechteck vier Seiten. Dabei sind die
gegeniiber liegenden Seiten gleich lang und parallel zu einander.

D c C

-/ \

A (]

A a B

Die Abbildung zeigt, wie die Seiten und die Eckpunkte eines Rechtecks benannt werden. Es
gilt, wie bereits erwéhnt, dass AB = a = ¢ = CD und BC = b = d = DA. Die Strecken DB
und AC werden Diagonalen genannt.

Die bedeutendste zweidimensionale Grofle von zweidimensionalen geometrischen Objekten ist
der sogenannte Fldcheninhalt A. Dieser gibt an wie grof§ die Fléche ist, welche durch die Sei-
ten eingerahmt wurde. Dabei ist eine Fléche immer vorhanden, wenn zwei Richtungen, also
Dimensionen, betrachtet werden. Ein Blatt Papier, ein Tisch und auch die Tafel bilden jeweils
eine Fliche. Die Fliche wird in Quadratmeter 1m? gemessen. Dabei ist ein Quadratmeter eine
Flache die von einem Rechteck eingeschlossen wird von einem Meter a = 1m mal einem Meter
b= 1m: Im - 1m = 1m?2. Somit ist der Flicheninhalt A gegeben durch das Produkt der beiden
Seiten a und b.

A=a-b (3.4)
Die zweite wichtige Grofle ist der Umfang U, welcher den Rand der Flache markiert und selbst
eine eindimensionale Grofle ist. Der Umfang U ist die Summe aller Strecken, somit ergibt sich

fiir ein Rechteck:

U = 2a+ 2b (3.5)
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Ubungsaufgaben zu Rechtecken

Aufgabe 1: Bestimme Umfang U und den Flicheninhalt A fiir die gegebenen Werte von Recht-
ecken.
a) a = 3cm und b = 6em
b) a =2cm und b= Tem
) a =9cm und b = 12cm
d) a =4em und b= 17cm
e) a =27cm und b = 3cm
f) a =1,5¢m und b = 60cm
g) a = 0,5cm und b = 2cm

Aufgabe 2: Bestimme Umfang U und den Flicheninhalt A fir die gegebenen Werte von Recht-
ecken. Gib das Ergebnis in der Einheit der lingeren Seite an. Runde dabei das Ergebnis bis auf
drei Nachkommastellen.

a) a = 3dm und b = 6cm

b) a = 3dm und b = 90mm

¢) a =4,2m und b = 430cm

d) a =2mm und b = 2cm

¢) a = gem und b = 27dm

f) a = 1,125km und b = 8000m
g) a = +/111lem und b = 120mm

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.14]) Lésungen zu
Rechtecken.
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3.4 Dreieck

Wenn ein Rechteck entlang einer Diagonalen in zwei Objekte zerschnitten wird, so ergeben sich
daraus zwei Dreiecke mit jeweils einem rechten Winkel - rechtwinklige Dreiecke. Dreiecke sind
mit Abstand die wichtigste geometrische Konstruktion der Mathematik, denn nicht zu Letzt
ldsst sich jede eckige geometrische Form in Dreiecke unterteilen und sogar die Eigenschaften
des Kreises an ihnen erkldaren. Das rechtwinklige Dreieck ist hierbei das bedeutendste Dreieck.

Die Abbildung zeigt die Benennung der Grofien eines rechtwinkligen Dreieckes. Da das Dreieck
aus dem Zerschneiden eines Rechtecks in zwei Teile gewonnen wurde, ist die Winkelsumme
eines Dreieckes gegeben als 180°. Allerdings miissen nicht alle Dreiecke einen rechten Winkel
besitzen, sodass auch die Winkel benannt werden miissen.

Die Abbildung zeigt, dass die Winkel mit griechischen Buchstaben benannt werden - das
vollstdndige griechische Alphabet sowie andere kénnen im Anhang gefunden werden .
Auflerdem ist zu erkennen, dass ein beliebiges Dreieck immer in zwei rechtwinklige Dreiecke
unterteilt werden kénnen. Dazu bedarf es der Konstruktion der sogenannten Hohe h des Drei-
ecks, wobei dann in diesem Fall die Seite ¢ die Grundseite g wire. Die Hohe h muss immer
orthogonal zur Grundseite g sein und im Punkt enden, welcher der Grundseite g gegeniiber
liegt (in der Abbildung wére dies der Punkt C).

Aus der Zerlegung des Rechtecks in zwei Dreiecke ergibt sich, dass der Flacheninhalt A eines
Dreiecks halb so grofl sein muss wie ein Rechteck mit gleichen Maflen. Die Bedingung zur Be-
rechnung des Flacheninhalts A beim Rechteck waren dessen Eigenschaften, dass die gegeniiber
liegenden Seiten gleich lang und alle Winkel rechte Winkel sein miissen. Somit muss die Hélfte
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des Produkts der Grundseite g mit der Héhe h den Flacheninhalt A des Dreiecks widerspiegeln,
da die Grundseite g und die Hohe h ein Rechteck aufspannen. Der Umfang U ist wieder gegeben
durch die Summe aller Strecken, die die Flache umranden.

A=75 (3.6)

U=a+b+c

Neben dem rechtwinkligen Dreieck gibt es noch weitere spezielle Dreiecke. Darunter féllt das
sogenannte gleichschenklige Dreieck, bei dem zwei Seiten gleich lang sind. Nicht nur die Schen-
kelldingen zum Winkel ~ sind gleich grof, sondern auch die anderen beiden Winkel.

Das Geodreieck ist ein solches gleichschenkliges Dreieck. Durch die Bestimmung eines Winkels
sind alle Winkel bekannt - Diese Eigenschaft kann in vielen Aufgaben ausgenutzt werden.

Des Weiteren gibt es noch den Spezialfall, dass alle Seiten des Dreiecks gleich lang und alle
Winkel gleich grof§ sind. Damit ergibt sich automatisch, dass jeder Winkel exakt 60° messen
muss.

Nachdem das Dreieck und dessen spezielle Formen eingefiihrt wurden, werden im Folgenden
weitere Groflen eingefiihrt, welche manchmal Aufgaben vereinfachen oder gar erst losbar ma-
chen.
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Eine solche Grofle ist der Schwerpunkt. Dieser kann zeichnerisch ermittelt werden, indem die
Seitenhalbierenden gefunden werden. Dabei wird die Mitte einer Seite mit dem gegeniiberlie-
genden Punkt verbunden. Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist der Schwerpunkt S.
Durch die Konstruktion einer Orthogonalen in der Mitte einer jeden Seite ergeben sich die
sogenannten Mittelsenkrechten. Auch sie haben einen Schnittpunkt, welcher auch Mittelpunkt
des Umkreises M genannt wird. An diesem Punkt wére es moglich einen Kreis zu ziehen, sodass
alle Eckpunkte des Dreiecks auf dem Kreis liegen wiirden.

Eine sogenannte Winkelhalbierende kann, wie der Name es schon erahnen ldsst, durch die
Halbierung des Winkels konstruiert werden. Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden wird
Mittelpunkt des Innenkreises W genannt und dient zur Konstruktion eines Kreis, der jede Sei-
te beriihrt aber nicht schneidet.

In der Abbildung wurden alle Héhen h als solide, alle Seitenhalbierenden s als gestrichelte
und alle Mittelsenkrechten m als gepunktete Linien eingezeichnet. Dabei sind alle Linien die
vom Punkt A ausgehen blau, alle Linien die vom Punkt B ausgehen griin und alle Linie die
vom Punkt C' ausgehen rot gehalten. Es fallt auf, dass der Schnittpunkt der Hohen sowie der
Schnittpunkt Mittelsenkrechten auflerhalb des Dreiecks liegen. Dies riihrt daher, dass ein Win-
kel grofler als 90° ist.

Die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden, der Seitenhalbierenden und der Hohen liegen auf
einer Geraden, der sogenannten Euler’schen Gerade, welche in der Abbildung orange eingezeich-
net ist. Dabei ist das Streckenverhiltnis immer das gleiche. Die Strecke HS ist dabei immer
doppelt so lang wie die Strecke SM
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Zur Veranschaulichung des Innen- und Umkreises dient folgende Abbildung;:

In der Abbildung sind die Winkelhalbierenden w gestrichelt und die Mittelsenkrechten m ge-
punktet. Dabei sind alle Linien die vom Punkt A ausgehen blau, alle Linien die vom Punkt
B ausgehen griin und alle Linie die vom Punkt C' ausgehen rot gehalten. Der Innenkreis ist
in einem dunklen violett gehalten und hat seinen Mittelpunkt beim Punkt W, wahrend der
Umbkreis ist in orange gezeichnet wurde und seinen Mittelpunkt beim Punkt M hat.

Nachdem nun die Konstruktion von verschiedenen wichtigen Punkten und Strecken beziehungs-
weise Geraden erldutert wurde, soll das rechtwinklige Dreieck genauer betrachtet werden. Zu
néchst soll der Satz des Pythagoras betrachtet werden, welcher wohl der beriihmteste Satz der
Mathematik ist. Ein Satz in der Mathematik ist eine bewiesene Gleichung, die bis auf in sehr
speziellen Ausnahmeféllen immer ihre Giiltigkeit besitzt.

a? + b =c? (3.7)
Wie das a?, b* und ¢® schon suggerieren, werden hierbei Flicheninhalte von Rechtecken mit

den gleichen Seitenlédngen (sogenannte Quadrate), die von den jeweiligen Seiten des Dreiecks
aufgespannt werden, ins Verhéltnis gebracht.
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Die Abbildung zeigt deutlich die verschieden Flichen der Quadrate. Dabei gilt, dass der Flachen-
inhalt, der am grofiten ist und von der ldngsten Seite ¢ aufgespannt wird, genau so grofl ist
wie die Summe der beiden anderen Flidchen. Die lingste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks
wird Hypotenuse genannt und befindet sich immer gegeniiber vom rechten Winkel. Die beiden
anderen Seiten heiflen Katheten und werden vom Kapitel , Trigonometrie* detaillierter unter-
schieden und untersucht.

Neben dem Satz das Pythagoras existieren noch weitere Sétze. Einer von ihnen ist der soge-
nannte Hohensatz von Euklid.

Die Abbildung zeigt, dass die Fldcheninhalte aus dem Quadrat, welches durch die Hohe h mit
sich selbst aufgespannt wird, mit dem Rechteck aus der unterteilten Hypotenuse aus p und ¢
in Verbindung gebracht werden. Es gilt:
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h = pq (3.8)

Zu guter Letzt wird noch auf den Kathetensatz hingewiesen, welcher die Rechtecke aus den

Teilstiicken der Hypotenuse mit der Hypotenuse und jeweiligen Kathetenquadraten in Verbin-
dung setzt.

Allgemein gilt:

b =cp (3.9)

Es soll nochmals betont werden, dass das Dreieck eine zentrale Rolle in der Mathematik ein-
nimmt. Und auch grade in den Naturwissenschaften sind Dreiecke von fundamentaler Wich-
tigkeit. Im Kapitel ,, Trigonometrie® werden die Eigenschaften des Dreiecks und Beziehungen
von Groflen des Dreiecks untereinander weiter beleuchtet bis sich daraus resultierendes Wissen
nochmals vertieft wird im Kapitel ,, Funktionen®.
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Ubungsaufgaben zu Dreiecken

Aufgabe 1: Bestimme Umfang U und den Fldicheninhalt A fir die gegebenen Werte von Drei-
ecken. (Benutze die vorgestellten Sitze!)

a) g =9cm, a = 4em und hy = 3cm

b) g = 11lem, a = 5em und hy = 2em

¢) a =4cm, b= 6cm und h, = 2cm

d) g =Tcm, b = 6cm und hy = 1em

e) p=2,5¢m, ¢ = 2cm mit einem rechten Winkel

f) ¢ =12cm, ¢ = 3cm und a = 5em

Aufgabe 1: Du befindest dich mit deinem Geodreieck 20m weit weg von einem Turm und haltst
das Geodreieck auf 1,5m Hohe vom Boden. Du schaust entlang der lingsten Kante, sodass die
Kante und die Spitze des Turms eine Linie bilden. Dabei ist die Kante die noch unten zeigt
nun parallel zum Boden. Wie hoch ist der Turm?

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.15]) Lésungen zu
Dreiecken.
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3.5 Spezielle Vierecke

Wie bereits schon im vorigen Abschnitt beschrieben, gibt es spezielle Vierecke. So wird ein
Rechteck, bei dem alle Seiten die gleiche Lénge vorweisen konnen, Quadrat genannt.

D a C

-/ \

[ (]

A a B

Die Berechnung des Flacheninhalts A und des Umfangs U sind beim Quadrat trivialer Natur
und ergeben sich als:

A=a?
U =4a (3.10)

Ein Viereck mit vier gleich langen Seiten, deren gegeniiber liegende Winkel gleich grof§ sind,
wird Raute genannt (selten auch Rhombus).

D a C

A a B

Die Berechnung des Fléacheninhalts A ist dhnlich wie bei einem Dreieck mit dem Unterschied,
dass durch die Einzeichnung der Diagonale e zwei Dreiecke vorliegen. Somit muss der Flachen-
inhalt A eines der Dreiecke verdoppelt werden, sodass sich daraus wiederum der Fldcheninhalt
der Raute A = 2Axergibt. Somit gilt fiir den Umfang U und dem Flécheninhalt A (wobei in
der Abbildung die Grundseite g gleich a ist):

A=gh
U =4a (3.11)

Wenn nun die benachbarten Seiten eine unterschiedliche Lénge besitzen aber die gegeniiber
liegenden Seiten gleich lang und parallel zu einander sind, wird von einem Parallelogramm
gesprochen.
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D a C
5

b h b

BA
A a B

Dabei unterscheidet sich zur Raute lediglich der Umfang U, welcher nach wie vor durch die
Aufsummierung der Seiten gegeben ist:

A=gh
U =2a+2b (3.12)

Wenn mindestens zwei Seiten parallel zu einander sind, allerdings sonst keine Gréflen zwingend
gleich grof} sein miissen, ist die Rede von einem Trapez.

D c

A a B

Die Abbildung zeigt ein Trapez bei dem die Winkel 6 und v sowie o und g gleich grofl und
aus diesem Grund auch die Seiten d und bgleich lang sind. Auch zeigt die Abbildung wie aus
einem solchen Trapez wieder ein Rechteck gewonnen werden kann. Dabei wéren die Seiten
dieses Rechtecks gegeben durch die Hohe h und dem Mittelwert m der Summe von a und c.

Hierbei gilt m = ‘ITJ“C und somit:
4=
U=a+b+c+d (3.13)

Wie bereits erwédhnt miissen nur zwei Seiten parallel zu einander sein, sodass von einem Trapez
gesprochen werden kann.

D c C
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Dabei verandert sich die Berechnungsmethode das Flacheninhalts A und des Umfangs U nicht
und ist genauso durch zu fithren wie in Gleichung

Als letztes soll der Drachen eingefiithrt werden. Er zeichnet sich dadurch aus, dass zwei Winkel
gleich grof} sind, welche sich gegeniiber liegen.

C

A

Wie die Abbildung zeigt sind die Schenkel des Winkels 5 und die Schenkel des Winkels ~
jeweils gleichlang, was auch ein Merkmal eines Drachens ist. Dabei ist ein Drachen aus zwei
Dreiecken aufgebaut, deren Flacheninhalte addiert werden kénnen. Die Hohen dieser Dreiecke
sind gegeben durch die Einzeichnung der Diagonalen e und d. Somit gilt:

4 e
5
U = 24 + 2 (3.14)
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Ubungsaufgaben zu Vierecken

Aufgabe 1: Bestimme Umfang U und den Flicheninhalt A fiir die gegebenen Werte von je-
weiligen angegeben Viereck.

a) Quadrat: a = 2cm

b) Raute: a = 5¢m und h = 4em

c) Parallelogramm: a = 6¢m, b = 3cm und h, = 2cm

d) Trapez: a = 4em, ¢ = 11lem, b= d und h = 4em

e) Drachen: a = 4em, b = 6cm und e = 6em

Aufgabe 2: Bestimme Umfang U und Fldacheninhalt A fiir die jeweiligen Vielecke.

c=4em a = 6cm
75 I by TTTTTTTTTmo

e:2cmi Eh2:2cm

hy = 3cm! |
: ! EbzGcm

h1:5cmi E
E ' hy = 2em

_______ a=8m hi=3cm  c=dem by =3em

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.16]) Losungen zu
Vierecken.
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3.6 Mehrdimensionale Vielecke

Nachdem die wichtigsten Objekte in zwei Dimensionen besprochen wurden, wird eine weite-
re Dimension eingefiihrt. So kommt nach der xz-Richtung und der y-Richtung die z-Richtung
hinzu, welche auch wieder in einem 90°-Winkel zu den beiden anderen Richtungen steht. Da
ein Blatt Papier nur eine zweidimensionale Fléiche ist, muss die dritte Dimension durch eine
Konvention hinzugefiigt werden. Dazu wird die z-Richtung in einem 45° zur z- und y-Richtung
eingezeichnet. Dabei wird die Lénge in z-Richtung beim Einzeichnen halbiert. Strecken, die
sich hinter Fldchen befinden, werden gestrichelt. So wiirde ein Quadrat, welches in z-Richtung
ebenso um die gleiche Seitenlédnge a erweitert wird, Wiirfel genannt werden.

Die Abbildung zeigt genau so einen Wiirfel. Der Wiirfel zeichnet sich dadurch aus, dass alle
Winkel 90° besitzen und alle Seiten gleich lang sind. Wie im zweidimensionalen das Quadrat
ein Spezialfall des Rechtecks ist, so ist auch im dreidimensionalen ein Wiirfel ein Spezialfall
eines sogenannten Quaders.

68



Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

Wie die Abbildung zeigt, sind nur alle Strecken, die parallel zu einander sind gleich lang. Das
sind die Strecken, die jeweils in eine Dimension zeigen. Wie auch schon bei der Flachenberech-
nung soll nun das Volumen des Korpers bestimmt werden. Das Volumen V' ist ein Grofle, die in
1m? gemessen wird. Dabei gilt 1m?® = 1m - 1m - Im und somit wird das Volumen eines Quaders
durch die Multiplikation der jeweiligen unterschiedlichen Seiten bestimmt. Folglich Lénge mal
Breite mal Hohe.

V = abe (3.15)

Jeder Quader zeichnet sich auch dadurch aus, dass er acht Ecken, zwolf Kanten und sechs Seiten
besitzt. Jeder dreidimensionale Korper kann aufgeklappt werden. Dazu werden alle Fldchen so
aneinander gezeichnet, sodass dadurch der Koérper wieder erschaffen werden kann. So sind die
Anzahl der Ecken, Kanten und Flachen ersichtlicher.

Die Abbildung zeigt so eine Darstellung, welche Netz genannt wird. Das Netz des Quaders
zeigt, dass die Oberfliche O iiber die Summe der jeweiligen Rechteckflicheninhalte berechnet
werden kann. Dabei ist die Oberfliche, die Fliache, die das Volumen umrandet und wird wie
jede Fliche in 1m? gemessen.

O = 2ab + 2ac + 2bc (3.16)

Aus der Flichenberechnung, wo eine Fliache stets durch einen Umfang umrandet und nun aus
der Volumenberechnung, wo das Volumen durch eine Oberfliche umrandet wird, kann generell
gesagt werden, dass der sogenannte Rand immer eine Dimension kleiner ist als die Gesamtanzahl
der Dimensionen.
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Lommatzsch

Bisher wurde der Quader und der Wiirfel betrachtet, bei denen jeweils acht Eckpunkt vorhan-
den werden. Wenn nun ein Korper eine viereckiger Grundfliche haben soll, aber nur aus fiinf
Eckpunkten bestehen soll, dann wére die Volumenbestimmung scheinbar schwieriger Natur.
Allerdings kann jeder Quader der ,unten“ wie ,oben®“ die Grundfliche aufweist in drei exakt
gleiche Korper verschnitten werden, die nur aus fiinf Eckpunkten bestehen und eine viereckiger

Grundflache besitzen.

Die Abbildung zeigt, wie so ein Quader zerlegt werden kénnte. Ein solcher Korper heifit Pyrami-
de. Dabei ist es nicht wichtig, wo sich der zulaufende Punkt, die Spitze, befindet. Im Folgenden

soll sich dieser Punkt iiber dem Schwerpunkt der Grundflache befinden.

Das Volumen V' der Pyramide mit rechteckiger Grundseite aus der Abbildung wire gegeben

durch:

1
V= gabh |

da die Pyramide dreimal in einen Quader mit den Maflen a, b und h passen wiirde.
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Die Oberfliche O wire nach Betrachtung des Netzes der Pyramide auch nichts weiter als die
Fldacheninhalt der Dreiecke addiert mit der Grundflache, welche in diesem Beispiel quadratisch
gewéhlt sei (b=a).

hA

a

a
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Wie das Netz schon vermuten lésst, wird die Hohe der Dreiecke ha, benotigt. Diese kann iiber
den Satz des Pythagoras bestimmt werden (siche dazu die Abbildung der Pyramide):

2
ha, = \/h2+“Z . (3.18)
Somit ergibt sich fiir die Oberflache der Pyramide O aus:
O = aha, + bhAb +ab . (3.19)

Viele Korper sind aus Quadern und Pyramiden zusammen gesetzt, wie zum Beispiel das Ok-
taeder:
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Wie aus der Abbildung des Oktaeders zu erkennen ist, ist dieser Kérper aus zwei Pyramiden
zusammengesetzt, sodass das Volumen V' und die Oberfliche O (also zwei Pyramiden ohne die
Grundflachen) gegeben ist als:

0= QQhAa + QbhAb

3.20
V= gabh . (3.20)

Wie schon bei der Pyramide, miissen die Korper nicht nur rechte Winkel aufweisen, wie zum
Beispiel dieses schiefe Prisma mit rechteckiger Grundflache:

Da die Winkel im Verhéltnis zu einander kleiner und grofler geworden sind, wird das Volu-
men durch die Hohe h limitiert. Generell gilt fiir jeden Korper zur Berechnung des Volumens
immer ,,Grundseite mal Hohe“. Somit ist es vollig ausreichend einen Korper zu unterteilen in
Teilkorper, die berechnet werden kénnen.

Zu guter Letzt soll noch das Tetraeder vorgestellt werden:

Das Tetraeder zeichnet sich dadurch aus, dass es auf vier gleichseitigen Dreiecken besteht und
der einzige Korper mit nur vier Flachen ist. Die Oberfliche O und das Volumen V ist gegeben
durch das Prinzip, welches anhand der Pyramide erlautert wurde, als:

72



Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

O=s*/3
5 (3.21)

S
V—E\@.

Bei einem Tetraeder sind die Winkel der zwischen den Kanten gleich grof und haben den Wert
von 109, 5°.

Da nun viele eckige Korper eingefithrt wurden soll im folgenden Abschnitt der Kreis und danach
die Ellipse vorgestellt werden, sodass auch Rundungen berechnet werden koénnen.
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Ubungsaufgaben zu mehrdimensionalen Vielecken

Aufgabe 1: Bestimme Oberfliche O und Volumen A fiir die gegebenen Werte der jeweiligen
Korper.

a) Wiirfel: a = 3em

b) Quader: a = 2cm, b = 9cm und ¢ = 4dem

¢) Pyramide: b = a = 4¢m und h = 6cm

d) Pyramide: a = 3em, b = 4cm und h = 5em

e) Quader ohne eine gleichméBige Pyramide mit der Grundfliche a - b: a = 6em, b = 5em und
c=h=4cm

f) Quader mit einer gleichméBigen Pyramide mit der Grundflache a - b oben drauf: a = 2, 5¢m,
b=5cmund ¢ =h = 2,5cm

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.17]) Losungen zu

mehrdimensionalen Vielecken.
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3.7 Kreis

Ein Kreis zeichnet sich dadurch aus, dass er rund ist und der Abstand vom Mittelpunkt zum
Kreis selbst immer gleich grof ist. Dieser Abstand wird Radius 7 genannt. Der doppelte Radius
wird als Durchmesser d = 2r bezeichnet.

Die Abbildung zeigt einen Kreis mit Radius r mit dem Mittelpunkt M. In der Geometrie
sind grade die Groflen des Flidcheninhalts und des Umfangs interessant. Beide Werte sollen
anhand eines Kreises mit Radius r = 1 ermittelt werden. Da wird zu néchst ein Quadrat in
den Kreis gezeichnet, welches die Seitenlinge a = v/2 besitzt. Dies wird offensichtlich durch die
Verwendung des Satz des Pythagoras. Anschlieflend soll in der noch nicht vom roten Quadrat ein
gleichschenkliges Dreieck, welches griin sein soll, eingezeichnet werden, sodass alle Eckpunkte
sich auf dem schwarzen Kreisbogen befinden. Anschliefend wird wieder ein Dreieck, das blau
sein soll, so eingezeichnet, dass es im noch nicht erschlossenen Raum liegt und dazu wieder alle
Eckpunkte sich auf dem Kreisbogen befinden.

Die Abbildung zeigt genau dieses Verfahren. Wenn diese Prozedur oft genug wiederholt wurde,
soll der Umfang des eckigen Kérpers und auch der Flacheninhalt bestimmt werden. Dies wird
nun im Weiteren schrittweise geschehen.
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Um den Umfang zu bestimmen, werden jeweils die Schenkellingen der gleichschenkligen Drei-
ecke benotigt, welche dann mit der Anzahl der Ecken des jeweiligen resultierenden Vielecks
multipliziert wird. (Die genaue Berechnung der jeweiligen Schenkellingen und auch der Hohen
fiir den Flacheninhalt soll hier nicht genauer erldutert werden, dies kann jeder Schiiler nach
Bearbeitung des Kapitels ,, Trigonometrie“ selbst nachrechnen.)

Urota = 4 - V2 =5,6568

Ugring = 8- /2 — V2 = 6,1229

Ublan,16 = 16 - 0.3916 = 6, 2656 (3.22)

Us = 6,2832

Beim Flidcheninhalt A miissen noch iiber den Satz des Pythagoras die jeweiligen Hohen der
Dreiecke bestimmt werden. Sie sind immer gegeben als die Wurzel aus der neuen Seitenldnge
zum Quadrat subtrahiert mit der halben alten Seitenldnge zum Quadrat.

A4 = Arot =2
Ag - Arot + 4Agr1’in — 2, 82843

Ajg = Ag + 8 Ay, = 3,07216
(3.23)

Ay =3,14159 ;= 7

Der Flacheninhalt A, eines regelméfligen Unendlichecks - einem Kreis -, dessen Eckpunkte
alle auf dem Kreisbogen mit dem Radius r = 1 liegen betrdgt genau m. 7 ist eine irrationale
ZahP und wird auch Kreiszahl genannt. Mittels dieser Kreiszahl 7 lassen sich die Gréfen eines
Kreises mit beliebigen Radius r darstellen.

A = 7r?

3.24
U =2nr ( )

Auch noch andere weitere Groflen des Kreises lassen sich iiber m darstellen, dazu werden
im néchsten Unterabschnitt Teile des Kreises berechnet und anschlieBend das Bogenmaf ein-
gefiihrt.

3.7.1 Bogenmal

Da der Kreis mit dem Radius » = 1, der sogenannte Einheitskreis, einen Umfang von U =
27 besitzt, kann ein Zusammenhang zwischen Umfang und einen vollen Winkel 360° gesehen
werden. Der Kreis steht symbolisch fiir einen vollen Winkel und dadurch kann die Beziehung

27 rad = 360°
1° = rad
BT (3.25)
180°
& 1lrad =
T

Zirrationale Zahlen kénnen nicht durch Briiche dargestellt werden: T =R\ Q.
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aufgestellt werden. Dabei ist rad die Einheit Radiant, welche fiir die Lange des jeweiligen
Kreisbogen steht. Oftmals empfiehlt es sich in Radiant zu rechnen, da dies nicht selten die
Gleichungen erheblich vereinfachen wiirde. Je nach dem, ob Grad oder Radiant als Einheit
gewahlt wurde, muss diese auch im Taschenrechner verédndert werden, da sonst die Ergebnisse
nicht der Realitédt entsprechen.

3.7.2 Kreisteile

Wie schon oben beschrieben, ist der Umfang des Kreises durch U = 27r und der Fléachenin-
halt durch A = 772 gegeben. Somit ergeben sich auch TeilgréSen wie der Kreisbogen b, der
Kreisausschnitt und der Kreisabschnitt.

h

Die Abbildung zeigt einen Kreisauschnitt mit allen Unterteilungen fiir einen Kreisabschnitt
sowie den Kreisbogen. Dabei ist der Kreisbogen b ein Bruchteil das Umfangs, der durch 2zr
und 360° beschrieben wird. Somit ergibt sich, dass fiir einen Winkel « folgende Bogenlédnge b
ergibt:

B 2rr

b—%a .

(3.26)
Der Flacheninhalt des Kreisausschnittes, der durch die gesamte umrandete Fliche beschrieben
wird, der anteilige Flacheninhalt eines ganzen Kreises:

Ta o, br

A reisausschnitt — 5,4~ = . 3.27
Krefsansschnitt = 5651 = 5 @ (3:27)

Der Flacheninhalt dieses Kreisausschnittes ohne die des Dreiecks mit der Grundflache s und der
Hohe h, wird Kreisabschnitt genannt. Durch die Beschreibung wird klar wie der Fldcheninhalt
eines Kreisabschnittes berechnet wird:

T 5, sh  br—sh
—_—r - — =
360 2 2

AKreisabschnitt — o . (3 28)

Mit diesen Teilgroflen des Kreises und dem Wissen iiber den ganzen Kreis, lassen sich nahezu
alle Probleme berechnen.
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Ubungsaufgaben zu Kreisen

Aufgabe 1: Bestimme Umfang U und den Fldicheninhalt A fiir die gegebenen Werte der Kreise.

a) r = 3cm, b) r = mem, c) d = 4cm,

d) d =0,5cm, e) r=2,718cm, f) d= gcm.

Aufgabe 2: Bestimme Umfang U und den Flicheninhalt A fiir die gegebenen Werte der Kreis-
ausschnitt.

) = 60° und r = 5em

) a = 230° und r = 2cm

¢) a=177° und r = V17em
) @ =55°und r = 3em

e) a = 145° und r = Tem

f) a = 310° und r = 2, 5em

Aufgabe 3: Zeichne die angegebenen Kreismuster.

a) Alle Kreise mit geradem Radius sollen im Mittelpunkt M gezeichnet werden und alle mit
ungeradem Radius im Mittelpunkt N. Dabei gilt, dass M 1lem links von N ist. Zeichne fiir
folgende Radien: r = {2¢m, 3em, 4em, 5¢m, 6em, Tem}.

b) Zeichne einen Kreis mit Radius r = 7em im Mittelpunkt M, zeichne danach einen Kreis
der einen Radius von einem Zentimeter weniger hat und sich der Mittelpunkt 1em weiter links
befindet. Wiederhole dies bis du einen Kreis mit Radius » = 2cm gezeichnet hast.

c) Wihle einen Punkt P auf deinem Blatt, zeichne dann jeweils einen Kreisbogen mit 116°,
sodass die Strecke vom jeweiligen Kreisbogenmittelpunkt zum Punkt P hin den Kreisbogen
halbieren wiirde, mit Radius r = 4c¢m mit einem Abstand von 3¢m nach links, rechts, oben und
unten zu P.

d) Wihle einen Punkt P und gehe von ihm aus v/50cm diagonal nach links oben, rechts oben,
links unten und rechts unten. Zeichne in diesen Punkten einen Viertelkreis, sodass die Linie
zum Punkt P den Kreisbogen halbieren wiirde. Zeichne dann einen Kreis vom Punkt P aus,
sodass dieser alle vier Viertelkreise beriihrt. Welchen Radius hat dieser innere Kreis?
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Aufgabe 4: Beschreibe das Schema der Zeichnung.

Aufgabe 5: Zeichne einen Halbkreis und verbinde die Enden des Kreisbogens. Zeichne an-
schlieflend vier beliebige Dreiecke in diesen Halbkreis unter der Bedingung, dass die Enden des
Halbkreis zwei Eckpunkte der Dreiecke sind und der letzte Eckpunkt des jeweiligen Dreiecks
sich auf dem Kreisbogen befindet. Messe anschliefsend den Winkel der Dreiecke beim jeweiligen
Eckpunkt, der auf dem Kreisbogen und nicht an den Enden des Kreisbogens ist. Was auffdllt
wird ,Satz des Thales“ genannt.

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.18]) Losungen zu

Kreisen.
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3.8 Zylinder und Kegel

Ein dreidimensionaler Korper, der einen Kreis als Grundfliche hat, welche gegeniiberliegend
mit einem Abstand einer Hohe h wieder vorzufinden ist, wird Zylinder genannt.

Die Abbildung zeigt, dass sich der Zylinder dhnlich wie das das Prisma behandeln ldsst. Der
einzige Unterschied ist dadurch gegeben, dass es sich um runde Grundflichen handelt und dass
ein Zylinder nur zwei Kanten, drei Flichen und keinen Eckpunkt besitzt, wie das Netz offenbart:

Das Volumen V ist erneut gegeben durch ,,Grundfliche G mal Hohe h“ und am Netz aus

der Abbildung ist erkennbar, dass die Oberflache O sich aus zwei gleichen Kreisen und einem
Rechteck mit den Seitenldngen 27r und h zusammensetzt:

V = Gh = nr’h 3 29)
O=2-7r*+mrh . ’

Sobald der Koérper in der Hohe h wieder zu einem Punkt wieder zusammenlauft und dabei als
Grundflache einen Kreis besitzt, wird dieser Korper als Kegel bezeichnet.
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Der Kegel ist im Vergleich zum Zylinder genauso zu handhaben wie die Pyramide im Ver-
gleich zum Quader. Somit ergibt sich das Volumen des Kegels V' als ein Drittel des Volumens
eines Zylinders. Bei der Oberfliche ist dies nicht so trivial, denn ein Kreis als Grundflache
wird mit einem Kreisausschnitt addiert. Dabei hat der Kreisausschnitt den Radius s und eine
Kreisbogenlédnge b = 27r.

1 1
V= 3Gh =37 h (3.30)
O=nr’+ars=mr(r+s) .
Falls ein Zylinder mit unterschiedlich grofien Kreisen vorzufinden ist, wird im allgemeinen von
einem Kegelstumpf gesprochen. Hierbei wurde lediglich ein Teil eines Kegels mit der Hohe

h = hy + hy abgeschnitten.

ha. 52

Durch umstellen von Gleichungen ergibt sich das Volumen und die Oberfliche des Kegelstump-
fes zu:

1 1 1
V= §G1h1 — §G2h2 = gﬂ'h (7”% + rire + ’I“g)

O =7+ @ry + 7risy — mrasy = m (1] + 135 4 s1(r1 + 12))
Generell bleibt noch anzumerken, dass die Mantelfliche M immer gegeben ist als die Oberfliche
ohne Grundfliache.

(3.31)
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Ubungsaufgaben zu Zylindern und Kegeln

Aufgabe 1: Bestimme das Volumen V und die Oberfiiche O fiir die gegebenen Werte der Zy-
linder.

r =5cm und h = 1lem, b) r = 47¢m und h = 85em
c)r= }lcm und h = v9em, d) r =+/Tem und h = 2cm

e)rz%cmundh:\/gcm, f)r:\/%cmundh:,/%cm

Aufgabe 2: Bestimme das Volumen V' und die Oberfliche O fiir die gegebenen Werte der Kegel.

a) r =4cem und h = 2,7cm, b) r = v2cm und h = %cm
c) r="Tem und h =4, 3cm, d) r = £em und h = 4em
T

e) r=>5cm und h = 1, 4em, f) r = tem und h = 9em

Aufgabe 4: Bestimme das Volumen V und die Oberfliche O fiir die gegebenen Werte der
Kegelstiimpfe.

a) ry = 4dem, 9 = 2em und hy = Sem, b) 1 = 3,5cm, ro = 1,5¢m und hy = Tem,
¢) 11 = 6cm, r9 = 2cm und hy = 9em, d)r = %cm7 ry = %cm und hy = %cm,
e) ry = lem, ro = 5em und hy = %cm, f) 71 = wem, vy = 2, 718¢m und hy = v/2cm.

Aufgabe 4: Bestimme das Volumen V' und die Oberfliche O der Kérper. (Es handelt sich um
einen Kegelstumpf mit hy = hy = 4em und r1 = 4em aus dem ein Kegel der Hohe hy und
Radius ro = 2em herausgeschnitten wurde.)

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.19)) Losungen zu
Zylindern und Kegeln.
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3.9 Kugeln

Ahnlich wie beim zweidimensionalen Kreis die GréBen iiber ein Niaherungsverfahren (ein iterati-
ves Verfahren - also schrittweise) bestimmt wurden, kann auch das Volumen und die Oberfléche
einer Kugel mit iterativen Methoden bestimmt werden. Dabei ist eine Kugel ein Objekt, dass
von seinem Mittelpunkt ausgehend in drei Raumdimensionen immer den gleichen Abstand zu
seiner Oberflédche besitzt.

Um das Volumen zu berechnen, wird der Satz von Cavalieri benutzt, welcher aussagt, dass
Korper, die auf jeder Hohe den gleichen Fldcheninhalt besitzen auch das gleiche Volumen haben
miissen. Somit muss eine Halbkugel das gleiche Volumen haben wir ein Zylinder aus dem ein
Kegel mit Radius » und Hohe h = r herausgeschnitten wurde:

Da wie bereits anhand von Pyramiden und Quadern gezeigt, passen drei der Kegel aus der
Abbildung in den Zylinder. Somit ist das Volumen einer Halbkugel gegeben als %m"?’ und folglich,
dass einer Kugel durch:

V= %17?7“3 (3.32)

Waihrend bei der Oberfliche wieder ein iteratives Verfahren verwendet werden kann, sodass

O = 4mr? (3.33)
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gefunden werden kann.

Wie auch schon beim Kreis gibt es bei der Kugel sogenannte Kugelabschnitte und Kugelaus-

schnitte. Fiir den Kugelausschnitt gilt erneut, dass es sich um einen Bruchteil einer Kugel
handelt.

B

Die Abbildung ist auf zwei Dimensionen reduziert, zeigt aber die wichtigen Groflen fiir die
Berechnung. So ergibt sich fiir den Kugelausschnitt:

2
V= §7rr2h
O = 7mr* (2h + a)

Beim Kugelabschnitt muss der Kegel mit dem Radius ¢ vom Volumen subtrahiert werden.
Ebenso muss dies bei der Oberfliche beriicksichtigt werden, sodass die Grundfliche des Kegels
hinzu addiert werden muss, wihrend die Mantelflsichd’| wegfillt. Somit ergibt sich:

(3.34)

V= %Tth (3r —h)
O=m (27‘h + a2) =7 (47“h - h2)

Da nun alle wichtigen geometrischen Korper und Gréflen eingefiithrt wurden, konnen diese nun
auch alle vollstéandig berechnet werden. Um noch den Zusammenhang zwischen den Winkeln
und den Seitenldngen eines Korpers in Verbindung zu bringen, wird im nachfolgenden Kapitel
das Verstédndnis fiir geometrische Probleme weiter vertieft.

(3.35)

3Die Mantelfliche ist die Oberfliche ohne Grundfléiche.
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Ubungsaufgaben zu Kugeln

Aufgabe 1: Bestimme das Volumen V und die Oberfliche O fiir die gegebenen Werte der
Kugeln.

a) r = 3cm, b) r = wem, c) d = 4cem,
d) d =0,5cm, e) r=2,718cm, f) d= gcm.

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.20) Losungen zu

Kreisen.
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4 Trigonometrie

Die Trigonometrie beschreibt den Zusammenhang von Winkeln mit Seitenléingen von geome-
trischen Objekten. Dazu wird sich in erster Linie auf das rechtwinklige Dreieck konzentriert,
da jede Fldche aufler kreisartige Objekte durch rechtwinklige Dreiecke darstellbar sind. Dabei
wird ein rechtwinkliges Dreieck betrachtet mit einem Winkel a.

C

Gegenkathete

Hypotenuse
A

Wie die Abbildung zeigt, werden dann die Seiten im Bezug auf den Winkel o benannt. Dabei
ist die Ankathete immer die Kathete des rechtwinkligen Dreiecks, welche sich am zu untersu-
chenden Winkel befindet. Nun wird ein Verhéltnis aufgestellt, definiert und mit einem Namen
versehen:

G kathet
TOBCIEARACTE . — Sinus vom Winkel o = sin(a) = sin «
Hypotenuse (4.1)

Dabei kann auch der Winkel 8 um den Eckpunkt B iiber dieses Verhéltnis bestimmt werden,
da wegen der Winkelsumme es Dreiecks bei einem rechtwinkligen Dreieck die Winkeleziehung
90° — a = (8 gilt. Somit muss auch die folgende Bezichung gelten:

Gegenkathete
—— = 5i Winkel 90° = sin(90°
My potomss inus vom Winke + B = sin(90° + ) (4.2)

Allerdings wére dann die Gegenkathete von o die Ankathete von 3, sodass eine neue Definition
getroffen werden kann:

——— = Kosinus vom Winkel a = cos(a) = cosa
Hypotenuse (4.3)

wobei sin(90° + ¢) = cos(6) gilt. Dies bedeutet, dass der Kosinus nur eine bequeme abkiirzen-
de Schreibweise und nichts weiter als ein Sinus ist, der um 90° verschoben wurde. Allerdings
zeigt sich, dass sich diese Abkiirzung lohnt, vor allem wenn der Sinus und der Kosinus genauer
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untersucht werden, was im Kapitel ,, Funktionen“ und auch ,Differentation und Integration*
geschieht.

Wenn nun Sinus und Kosinus in ein Verhéltnis gesetzt werden, ergeben sich weitere Abkiirzun-
gen, welche sich lohnen:

sina ~ Ankathete
cosa  Hypotenuse = Hypotenuse
B Hypotenuse
" Hypotenuse Ankathete
P (4.4)
~ Ankathete
:= Tangens vom Winkel a = tan(a) = tana
wobei durch die Umkehrung des Verhéltnisses der Kotangens zu definieren ist:
Cos &
—— = cot(a) = cota = :
sin « tan « (4.5)

Mit diesen Definitionen kann mit Hilfe eines Winkels und einer Seitenlénge alles in einem
rechtwinkligen Dreieck berechnet werden. Da die Hypotenuse immer gréfler sein muss als die
Ankathete ist der Sinus und somit auch der Kosinus bei der Betrachtung des rechtwinkligen
Dreiecks zwischen den Zahlen 1 und 0 stets vorzufinden. Das wiederum bedeutet, dass die Werte
vom Tangens und Kotangens bei der geometrischen Betrachtung eines rechtwinkligen Dreiecks
zwischen 0 und oo liegen konnen.

Um einen Winkel mit diesen trigonometrischen Funktionen aus zwei Seitenléngen bestimmen
zu konnen, muss auch die Umkehrung dieser Funktion eingefithrt werden, welche in diesem
Abschnitt gegeben sei als:

a =gin~!

ol

. CL
S arcsm -
C

= arccos (

N—

o = COS

)

a = tan~ ) (4.6)

&:c0t1< >:arctan( ) ,
a

wobei diese Funktionen Arcussinus, Arcuskosinus, Arcustangens und Arcuskotangens genannt
werden. Fiir sie gilt fiir die Aquivalenzumformung;:

—_

= arctan

,_.
A/~ 7 N
|2 oo
N— —

Q|
~TIR ol

. a .
sina = — larcsin
c
. . [a
arcsin (sin o) = arcsin <—>
c (4.7)
a
o = arcsin <—>
c
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Mehr Details zu diesen Umkehrungen der trigonometrischen Funktionen werden im Abschnitt
, Umkehrfunktionen®“ und ,, Trigonometrische Funktionen* zu finden sein. Es geniigt zu diesem
Zeitpunkt das Wissen, dass Arcus-Funktionen die trigonometrischen Funktionen aufheben und
wo sie auf dem Taschenrechner zu finden sind.
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Ubungsaufgaben zur Trigonometrie

Aufgabe 1: Bestimme alle Winkel und Seiten des jeweiligen rechtwinkligen Dreiecks. (Beachte,
dass die Seite a gegeniiberliegend vom Eckpunkt A und dem Winkel « ist.)

a) a=Tcem und ¢ = 1lem
b) a = 4em und b = 6ecm

¢) a =55% und ¢ = 9cem

d) a=5,35¢m und g = 18°
e) b= 14cm und § = 81°

f) a = mem und a = 27,18°

)c= \/_cm und S = —7rrad
)

c= cm und o = ;Wrad

= 09

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.21)) Losungen zur
Trigonometrie.
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5 Funktionen

Um Funktionen verstehen zu kénnen, miissen zunéchst Begrifflichkeiten des sogenannten Koor-
dinatensystems besprochen und verinnerlicht werden. Ein Koordinatensystem in zwei Dimensio-
nen ist ein Zahlenstrahl mit den sogenannten Variablenwerten x und einem darauf orthogonalen
Zahlenstrahl, der den Variablenzahlenstrahl bei Null schneidet und auf dem die sogenannten
Funktionswerte f(z) aufgetragen sind. Dabei wird f(x) gelesen als ,, f von *. Der Variablenzah-
lenstrahl wird Koordinate genannt (oftmals auch z-Achse, was zu Verwirrungen fiithren kann,
wenn die Variable einen anderen Namen als x hat), wihrend der darauf orthogonale Zahlen-
strahl Ordinate genannt wird. Ein Koordinatensystem ist somit in vier Bereiche aufgeteilt,
welche Quadranten genannt werden. Die Reihenfolge der Benennung wird offensichtlicher nach
der Besprechung einiger Funktionen.

f(x) Ordinate
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FEin Koordinatensystem stellt also eine zweidimensionale Fléche dar, welche keine Umrandung
besitzt - eine sogenannte Ebene.
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Eine Funktion ist dabei eine Vorschrift, die fordert, dass fiir eine Variable ein Wert in eine
Gleichung eingesetzt wird. Der resultierende Wert wird dann Funktionswert genannt. Somit
entsteht immer ein Wertepaar, welches dann im Koordinatensystem eingesetzt wird. Mathe-
matische wiirde dies so formuliert werden: Eine Funktion f bildet Zahlen x einer Zahlenmenge
auf eine andere Zahlenmenge ab. Dabei darf fiir jeden Wert von z nur ein abgebildeter Wert
existieren. Diese Forderung wird Eindeutigkeit genannt.

[z f(z) (5.1)

Ein Beispiel fiir eine solche Funktion wére:
f(z) =2x (5.2)

Dabei wird das Doppelte der in die Variable z eingesetzten Zahl auf den Funktionswert f(z)
abgebildet.

Wie bereits schon aus den vorherigen Kapiteln bekannt ist, sind nicht alle Rechenoperationen
zuléssig, wie zum Beispiel die Division durch Null oder noch nicht zuléssig, wie die Wurzel einer
negativen Zahl. Deswegen besitzt jede Funktion einen sogenannten Definitionsbereich, welche
Zahlen in eine Funktion eingesetzt werden kénnen und durch die Definitionsmenge ID beschrie-
ben wird. Bei einer Abbildung des Variablenwertes auf einen Funktionswert, sind auch nicht
alle Bereiche auf der Ordinate betroffen. Alle moglichen Zahlen des Funktionswertes, werden
in der Wertemenge W beschrieben. Fiir das Beispiel auf Gleichung wire die Definitions-
und Wertemenge gegeben als:

D={zeR}
W= {f(z) e R} (5.3)

Anzumerken bleibt, dass nicht jede Funktion mit dem Buchstaben f und nicht jede Variable
mit x betitelt sein muss, so gilt zum Beispiel in der Physik die Strecke x als Funktion der Zeit
t, also z(t). Im Allgemeinen konnen alle Reaktionen auf etwas in Variablen- und Funktionswert
iibersetzt werden, sodass bei geniigend Informationen daraus die Funktion ersichtlich wird. Mit
dieser Funktion ist es moglich die Zukunft auszurechnen, wie zum Beispiel bei der physikalischen
Funktion z(t) = vt, wobei v eine konstante Geschwindigkeit ist. Somit kann vorherbestimmt
werden, welche Strecke x nach einer beliebigen Zeit t fiir die Geschwindigkeit v zuriickgelegt
wurde. Dies ist auch bei wesentlich komplexeren Zusammenhéngen moglich, sodass gilt, dass
alles berechnet werden kann. Jedoch miissen immer Vereinfachungen angenommen werden, da
die Gleichungen sonst zu uniibersichtlich und nicht mal von Hochleistungscomputern in an-
nehmbarer Zeit berechnet werden konnen. Wie solche Methoden im Detail funktionieren, wird
im Kapitel ,, Wahrscheinlichkeitsrechnung“ und , Physikalische Anwendungen® skizziert.

Nachdem die Grundbegrifflichkeiten einer Funktion erlautert wurden, soll das Arbeiten mit
Funktionen erschlossen werden.
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5.1 Wertetabellen und Punkte

Um Funktionen zeichnen und dann spéter ihre Form ausnutzen zu konnen, bedarf es sogenann-
ter Wertetabellen. Dabei werden verschiedene Werte fiir die Variable = eingesetzt und dann
verrechnet. Der resultierende Funktionswert f(x) wird dann so notiert, dass der Zusammen-
hang zwischen der eingesetzten Zahl fiir die Variable und dem Funktionswert erkennbar wird.

An zwei Beispielen soll das Prinzip der Wertetabelle erlautert werden - hierbei kann die Spalte

mit ,,Rechnung® und ,,Punkte® beim Erstellen einer Wertetabelle weggelassen werden, welche
hier lediglich fiir die Erklarung dient:

e Die erste Funktion die untersucht wird, sei die folgende:
flx)=2zx+1 (5.4)

Fiir die Variable werden nun verschiedene Zahlen eingesetzt und der Funktionswert dann

berechnet.
Punkte Py P Py P P, Py
T -2 -1 0 1 2 3
Rechnung || 2-(=2)+1|2-(-1)4+1|2-0+1[2-141]2-2+1]2-3+4+1
f(x) -3 —1 1 3 5 7

e Die zweite Funktion die untersucht wird, sei die folgende:
g(x) =2 -1 (5.5)

Fiir die Variable werden nun verschiedene Zahlen eingesetzt und der Funktionswert dann
berechnet.

Punkte Qo Q-1 Qo Q 1 Q Q2

N=
njw

N[

Rechnung || (=2)> =1 | (=1)2—=1 0> 1| (1)’ =1 12=1| (3)*-1]22—1

g9() 3

e}
|
—_
|
(e
e}
Ot
w

Die Wertetabellen zeigen, dass immer fiir die Variable x die entsprechende Zahl eingesetzt
wurde. Dabei sind diese Zahlen frei zu wéhlen.
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Die jeweiligen Variablen- und Funktionswerte bilden Paare, welche auch Wertepaare genannt
werden. Diese symbolisieren einen Punkt im Koordinatensystem. Dabei wird bei einem Punkt
P immer zu erst der Variablenwert x und anschlieBend der Funktionswert f(x) genannt

P(x|f(z)) - (5.6)

Diese Punkte geben an, wie viele Schritte (den Variablenwert) auf der Koordinate zuriickge-
legt werden miissen, um dann anschlieBend die Anzahl der Schritte des Funktionswertes auf
der Ordinate zu gehen. Im folgenden Koordinatensystem sind einige Punkte aus den beiden
Wertetabellenbeispielen nach diesem Schema eingezeichnet.

f(x)
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Die Punkte der jeweiligen Wertetabellen konnen verbunden werden, sodass sich das Muster der
Punkte zeigt. Dieses Muster wird Graph der Funktion genannt und bietet Aufschluss zu den
Eigenschaften der Funktion.
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Lommatzsch
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Das Ziel einer Wertetabelle ist es den Graphen einer Funktion zeichnen zu kénnen, um daraus

und der Struktur der Funktion den Werte- und Definitionsbereich sowie weitere Eigenschaften
bestimmen zu kénnen. Im Kapitel , Differentiation und Integration* wird auf dieses zeichneri-

sche Element vollsténdig verzichtet, sodass alle Informationen einer Funktion errechnet werden

konnen. In den weiteren Abschnitten dieses Kapitels werden spezielle Arten von Funktionen
94
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Ubungsaufgaben zu Wertetabellen und Punkte

Aufgabe 1: Zeichne die Punkte in ein Koordinatensystem.

A(1]6) B(-24) C(6]0) D (=7,5|-1)
E(313) F(-1]-6,25) G (8]-8) H (/6,25 |-3)
1(7,25|-6,75)  J(—4]-2) K (=5 |v2) L(2]-2%)

M (289°|lne'®) N (=3!]3) 0(—481‘(2)) P(rle)

T —2 —1 0 z 1 s 2
()
Y O R e
/(@)
a) f(zr)=—-2x+3
b) f(x) =32% -6z —2
¢) f(x) =23 — 4% +2
d) f(z)=a"—22> -5

a) f(z) =iz —2

b) g(z)=2*+2z+1
¢) h(z)=—3z+ 3

d) l(z) = —2*+3x —2
e) k(z) = —1a2

f) m(z) = —4x7*

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt (12.5.22)) Lésungen zu
Wertetabellen und Punkte.
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5.2 Geraden

Geraden sind die simpelsten Funktionen. Sie sind definiert durch die allgemeine Geradenfunk-
tionsgleichung:

flx)=mx+b (5.7)

wobei x die Variable der Funktion f(z) ist und m und b Parameter sind. Eine Gerade ist
eine lineare Funktion, oder auch eine Funktion erster Ordnung, da der Term mit der héchsten
Potenz als ma!' gegeben ist. Da eine Funktion immer einen Parameter mehr besitzt als die
Zahl ihrer Ordnung, werden fiir eine Funktion erster Ordnung zwei Informationen benétigt,
um alle Eigenschaften der Funktion bestimmen und den Graphen zeichnen zu koénnen. Diese
Informationen konnen Punkte sein oder Angaben der Parameter m und b. Zu néchst wird
sich auf die Bedeutung der Parameter beschrinkt. Dazu werden fiir m verschiedene Geraden
gezeichnet unter der Bedingung, dass b = 0 ist, wobei fiir positive Werte von m die Funktion f
und fiir negative Werte g genannt wird.

f(z)
| | : | 4 | fa(z) | fo(z) | | i)
NS \\2 / e
R A A A
R S SR
ﬁT//'/ AN N S [\’\\*7

Die Abbildung zeigt deutlich, dass die Geraden mit positiven Werten von m von links unten
nach rechts oben gehen und je héher der Wert ist, desto stérker ist die Steigung der Geraden.
Fiir negative Werte von m sinken die Geraden von links oben nach rechts unten. Auch hier
nimmt die Steigung zu je grofler der Betrag von m wird. Somit kann festgehalten werden, dass
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m die Steigung der Geraden symbolisiert.

Die Steigung einer Geraden kann auch gemessen werden. Dabei wird auf der Koordinate einen
Einheitenschritt nach rechts gegangen und dann orthogonal dazu wieder zur Funktion parallel
zur Ordinate. Die Strecke die parallel zur Ordinate ist, ist der Wert des Steigungsparameters
m.

Dies nennt man das Steigungsdreieck, dabei kénnen auch mehrer Schritte entlang der Koordi-

nate zuriickgelegt werden, sodass im Allgemeinen m = Sfdinatenschritte 1@ wobei Az die
) Koordinatenschritte Az

Differenz zwischen zwei Werten von z also Az = xo — 2 fiir x5 > 27 und A f(z) die Differenz

zwischen zwel Werten von f(x) folglich Af(z) = f(z2) — f(x1) beschreibt.

Im néchsten Fall soll die Steigung m auf 1 festgelegt werden und der Parameter b variiert
werden. Dabei wandern die Werte von b von —3 bis 3.
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f(z)
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Im Koordinatensystem ist deutlich zu erkennen, dass der Wert von b mit dem Wert der Ordinate
iibereinstimmt, wenn sich Ordinate und die Gerade treffen, somit wird b auch der Ordinaten-
schnittwert oder Offset der Funktion genannt.

Da die Parameter diskutiert wurden, wird nun das Verfahren beschrieben wie aus zwei Punkten
diese Parameter berechnet werden konnen. Dazu seien die beiden Punkte zum Beispiel:
P(—1| —4) und Q(2|3). Diese Punkte werden in die allgemeine Geradengleichung eingesetzt

P: —4=m-(-1)+0
m-(=1) (5.8)
Q : 3=m-2+0D
und dann eine der beiden Gleichungen nach einem unbekannten Parameter aufgelost.
P: m—4=1> (5.9)

Diese Gleichung fiir den Parameter b wird nun in die zweite Gleichung eingesetzt und anschlie-
Bend nach m aufgelost:

Pin Q: =2m+ (m —4)
3=3m—4 |+4
T=3m  |:3 (5.10)
7_
3=m
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Der berechnete Wert fiir m wird dann wieder in die Gleichung (5.9)) eingesetzt um b zu bestim-
men:

P mit m : T_ 4=>
3 (5.11)
2y
3 .
Somit ergibt sich Geradengleichung mit den Werten von m und b zu:
flz)=mz+b
7 5
B 5.12
= f(0) = o3 (512)

Mittels dieses Verfahrens ist nun die Geradenfunktionsgleichung berechnet. Auch fiir komple-
xere Funktionen kann genau dieses Verfahren angewendet werden, allerdings erhoht sich die
Anzahl der Parameter und der Gleichungen, sodass es eher zu einer Ubersichtsaufgabe wird.
Wenn die Steigung einer Geraden gleich Null (m=0) ist, dann wird von einer Konstanten ge-
sprochen.

Aber auch noch ein anderer Wert ist interessant, ndmlich der Variablenwert fiir den Schnitt-
punkt mit der Koordinate. Dieser Wert wird Nullstelle genannt und kann berechnet werden,
indem man den Funktionswert f(z) =0 setzt, da der Ordinatenwert beim schneiden der Koor-
dinate Null ist. Somit folgt eine kurze Aquivalenzumformung nach z und die Nullstelle 2y ist
berechnet:

L (5.13)
m
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Aufgabe 1: Bestimme aus den gegebenen Punkte die Geradenfunktionsgleichung, bestimme
f(z)

anschlieflend die Nullstelle und zeichne den Graphen.
Aufgabe 1: Bestimme den Steigungsparameter m und den Ordinatenschnittwert aus den dar-

gestellten Graphen. Gibt die Geradenfunktionsgleichung an.

Ubungsaufgaben zu Geraden

Lommatzsch

-4

N
)
IR L - -
|
|
T
|
N [ N L
|
|
T
|
|
!
|
—
|
|
|
|
—t
|
|
|
!
—t
|
!
|
|
5 |
- | -
-
|
-
|
|
F==--F-=--T1--
|
4
|
|
|
|
.
|
|
\;‘\‘
il
|
|
-
|
il
!
|
-
|
1

6.

100




Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.23]) Losungen zu
Geraden.
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5.3 Parabeln

Nach den Geraden sind die Parabeln die néchst komplexere Form der Funktionen. Parabeln
sind Funktionen zweiter Ordnung und werden auch quadratische Funktionen genannt.

f(z)=az®+bx+c (5.14)

Wie die Gleichung (?7?) zeigt, besitzt eine Parabel drei Parameter. Diese Darstellung der Parabel
wird auch Parameterdarstellung genannt. Da die quadratische Ergénzung schon eingefiihrt
wurde, kann dieser Gleichung auch so umgeformt werden, dass sich eine binomische Formel
offenbart (dabei wurden die Parameter umdefiniert):

f(x)=alzr—d*+e . (5.15)

Diese Darstellung der Parabel wird Scheitelpunktsform genannt. Durch das Auflésen der bino-
mischen Formel und einer Vereinfachung kann die Gleichung auf die die Gleichung (?77)
gebracht werden. Anhand der Scheitelpunktsform werden im Folgenden die Eigenschaften der
Parabel erlautert. Sei zu erst « =1, d =0 und e = 0.

Aus dem Graphen wird ersichtlich, dass die Parabel achsensymmetrisch ist, da sie an der Or-
dinate gespiegelt wieder sich selbst ergibt. Auch zu erkennen ist, dass die Funktionswerte der
vereinfachten Parabel f(z) = z? immer stirker zunehmen je weiter ein Variablenwert z vom
Koordinatenursprung = = 0 entfernt ist. Aulerdem sind alle Funktionswerte positiv, da das
Quadrat das Vorzeichen authebt. Der Scheitelpunkt der Parabel ist der Punkt an dem sich die
Richtung der Funktion umdreht. Hier wére es das Minimum der Funktion im Punkt S(0]0).

Sei nun im folgenden Koordinatensystem d = 0 und e = 0, wihrend « variiert wird. Dabei soll
wieder gelten, dass die Funktion fiir positive Werte von o den Namen f und fiir negative Werte
den Namen g tragt.
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Die Graphen fiir verschiedene Werte von « zeigen deutlich, dass die Parabeln fiir Werte unter
1 gestreckt und fiir iiber 1 gestaucht sind. Aus diesem Grund heifit a auch Stauchungsparame-
ter. Der Wert von « kann abgelesen werden, indem das Verhéltnis Ai(;) bestimmt wird, wobei
Az = 1 gew#hlt und vom Scheitelpunkt aus parallel zur Koordinate gegangen werden sollte.
Der Wert des Verhiltnisses ist gleichzusetzen mit a. Des Weiteren féllt auf, dass die Parabel
fiir positive o nach oben und fiir negative o nach unten gedffnet ist. Folglich entscheidet das

Vorzeichen des Stauchungsparameters iiber die Offnung der Parabel.

Nun soll der Parameter e variiert werden, dazu wird der Stauchungsparameter « = 1 und d = 0
gewdahlt.
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Die Graphen zeigen, dass e den Offset des Scheitelpunkts in Ordinatenrichtung.

Zu Letzt soll d variiert werden, dafiir wird der Stauchungsparameter o und der Offset des

Scheitelpunkts in Ordinatenrichtung e = 0 gewéhlt.

filz) fa(x)

fo(z)

(z) fa(z)

e

()

/

-3

N () U N S -
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Durch die Graphen wird deutlich, dass der Parameter d den Versatz des Scheitelpunktes der
Parabel auf der Koordinate beschreibt.

Aus dieser Darstellung der Parabel wird deutlich, welche Macht die quadratische Ergénzung
innewohnt, da aus einer Parameterdarstellung schnell eine Scheitelpunktsform gewonnen und
somit die Position des Scheitelpunkts und die Stauchung abgelesen werden kann. Dabei gilt
generell, dass der Scheitelpunkt S durch S(d|e) gegeben ist. Der Scheitelpunkt S wiirde in der

Parameterdarstellung durch S <—% ’c — %) gegeben sein.

Die Nullstellen von quadratischen Funktionen lassen sich iiber die quadratische Ergénzung be-
rechnen. Da es sich um eine Funktion zweiter Ordnung handelt werden auch zwei Nullstellen zu
berechnen sein, wie bei den Graphen f_3(z), f_2(z) und f_i(x) bei der Variation von e schon
zu erkennen war und schon im Abschnitt zur quadratischen Ergénzung thematisiert wurde.

Des Weiteren bleibt zu erwdahnen, dass eine Funktion zweiter Ordnung insgesamt drei Parameter
besitzt, folglich werden drei Informationen benotigt, um alle drei Parameter bestimmen zu
konnen. Dies geschieht iiber das gleiche Verfahren wie bei den Geradenfunktionen, nur dass ein
Parameter und eine Gleichung hinzu kommt.
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Ubungsaufgaben zu Parabeln

Aufgabe 1: Bestimme alle Winkel und Seiten des jeweiligen rechtwinkligen Dreiecks. (Beachte,
dass die Seite a gegeniiberliegend vom Eckpunkt A und dem Winkel « ist.)

Die Losungen zu diesem Abschnitt finden sich im Anhang im Abschnitt ((12.5.24]) Losungen zu
Geraden.
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5.9 Gebrochen rationale Funktionen

(22* +22° —42®  +8x —48): (v —2) = 22° + 62 + 8x + 24

— (22 —42®)

62 —4x® +8x —48

—(62® —1227)
8r*  +8x —48
—(82% —162)
24r —48
—(24x —48)
0

5.10 Trigonometrische Funktionen

30°

270°
|

sin(av)
36/
T
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5.11 Trigonometrische ldentitaten

Wie schon im vorigen Abschnitt zu sehen war, gibt es Beziehungen zwischen Sinus, Kosinus,

Tangens und Kotangens, den sogenannten trigonometrischen Funktionen. Diese Beziehungen
konnen hergeleitet und bewiesen werden. Die wichtigste trigonometrische Identitét ist der Satz

des Pythagoras an einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenusenlénge von 1. Somit erge-
ben sich die Katheten zur Léinge sin z und cos x, sodass daraus die folgende Identitéit folgt:

(5.16)

1 =sin’z +cos’z |

wobei sin® z = sin x - sin z ist.
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Fiir ein tieferes Verstindnis von Funktionen sollte das Kapitel ,, Differentiation und Integration*
bearbeitet werden, da viele Zusammenhénge zwischen den Arten der Funktionen und ihren

Eigenschaften dadurch besonders deutlich erkennbar werden.

5.12 Exponentialfunktion
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6 Vektoren

6.1 Eigenschaften
6.2 Spatprodukt

6.3 Matrizen
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7 Differentiation und Integration

Die Differentiation und die Integration sind wichtige Kernelemente der Analysis. Um diese
beiden Operationen effektiv einzufiihren, sollte die Geradengleichung f(x) = ma + b mit der
Steigung der Geraden m und dem Ordinatenschnittpunkt b nochmals ins Gedéchtnis gerufen
werden.

Seien die Geraden f(x) = x und f’(z) = 1 gegeben, dann kann durch die Veranschaulichung
im Koordinatensystem gesehen werden, dass die Steigung der Gerade f(z) gleich der dem Wert
der Geraden f’(x) also gleich eins ist. Die Steigung der Gerade f’(z) ist Null, da es sich um eine
Konstante handelt wie im Koordinatensystem zu erkennen ist. Dabei ist der Begrift ,,Steigung*
so definiert: ,Wenn man einen Einheitenschritt nach rechts von der Geraden aus geht, ist die
Steigung der Geraden gleich der Einheitenschritte orthogonal zum gegangenen Schritt - folglich
nach oben fiir positive Steigung und nach unten fiir negative Steigung.“

7.1 Operatoralgebra

Mathematisch lésst sich ein Ausdruck definieren, der sprachlich fordert: ,, Bestimme die Steigung
von der Funktion!* Diese Forderung wird durch den sogenannten Differentialoperator % erfiillt,

der ,,d nach d z* gelesen wird. Ein solcher Operator wirkt nur nach rechts, dass heifit alle Grofien
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die links vom Operator stehen bleiben unangetastet. Somit soll folgende Rechenvorschrift fiir
den Operator gelten, um den veranschaulichten Forderungen im vorherigen Koordinatensystem
gerecht zu werden:

d
d—a: =1 siehe Funktionenbeispiel
x
d
d—l =0 im Koordinatensystem (7.1)
x

Somit wiirde das Kommutativgesetz, welches fiir normale Zahlen, Parameter und Variablen
gegeben ist durch

3:5—=5-3=0
a-b—b-a=0=]a,b , (7.2)

wobei [a,b] = a-b—b-a =0 der sogenannte Kommutator ist, sich wie folgt verdndern:

-3

de’ | T dx dx
d d
@ (7.3)
=1-0
=1

Durch Aquivalenzumformung der Gleichung (7.3) ergibt sich:

I B ]
dx$ xdx N xdac
i:Jz: =1+ .ri (74)
dx da

Dieser Ausdruck ist von zentraler Bedeutung, der es durch ein triviales Einsetzungsverfahren
ermoglicht den Operator an einer Variable vorbei zu ziehen. Sei zum Beispiel die Steigung der
Funktion g(z) = z? gesucht, dann lisst sich dies mit Hilfe der Gleichung ((7.4) bestimmen,
indem Terme der Form d%x durch den Ausdruck (1 + x%) ersetzt werden.

d , d

—1' = —x-x
dx dx

(1++2:)
=(14+2— |z
dx

d
=r+ar—=x

dx

; (7.5)
= x—i—x(l + ,1'>
dz

=r+r+2° —
dx
=0

= 2z
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Ahnlich verhilt sich das Prozedere mit der Funktion h(z) = 2%, wobei lediglich die Anzahl der
Schritt zunimmt.

d 4 d
—x' = —x-T-T
dz dx
(1+25)
=|l4+2— |z 2
dx
n d
=xrx-r+r—2x-
de T
(1)
=z-x+x|l+or— | x
dx
p (7.6)
:x-x+x-x+x2d—-x

{
Zx-x+m-x+x2<l+.r;>
axr

=2’ +a2?+2°+2° o

=0

8

= 327
Dies kann fiir z* und hohere Potenzen von z auch bestimmt werden, wobei sich die Anzahl der
Schritte nur weiter erhohen wiirde. Bei der Gegeniiberstellung der Ergebnisse ist eine Regel

fiir die Ableitung von Polynomen erkennbar, sodass die Prozedur des wiederholten Einsetzens
iiberfliissig wird.

L1=0

%x:1+I%:1

—2? =2+ 2’ — =2

| 3 ;L j:fi 2 (1)
%x =3z +x%:3x

%x4:4x3+x4%:4$3

%x5:5x4+x5%:5x4

Gleichung zeigt deutlich, dass sich die Potenz bei der Anwendung vom Differentialoperator
um eins verringert und als Vorfaktor wieder zu finden ist. Somit ergibt sich folgende allgemeine
Regel fiir die Anwendung des Differentialoperators - es wird auch vom ,, Ableiten“ gesprochen
- auf ein Polynom:

ixn _ TLZL’n_l + Ini
= du (7.8)
= %x” = ng" !
Als verkiirzende Schreibweise soll von nun an gelten:
if(ﬂl?) =f'x) . (7.9)
dx

117



Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

Dabei bedeutet der Strich bei f'(z), dass es sich um die Ableitung der Funktion f(z) handelt
und dass der wirkende Differentialoperator nach = (also %) gewirkt hat. So gilt zum Beispiel
ebenso:

d
. fly) = f'(y) Funktion von y deswegen Differentialoperator nach y
Y

d
- f(z) = f'(2) Funktion von z deswegen Differentialoperator nach z (7.10)
z

d
g7 f(t) =a(t) Funktion von ¢t deswegen Differentialoperator nach t,

wobei letztes ein Spezialfall der Physik ist, da nach der Zeit ¢ abgeleitet wurde. Generell wer-
den in der Physik immer die Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt iiber der Funktion
beschrieben.

7.2 Ableitungsregeln

Die erste Ableitungsregel wurde schon in Gleichung ([7.8)) beschrieben und gilt fiir jede Art von
Polynomen.

%x” =na" !+ x”% (7.11)
Diese Ableitungsregel ist besonders niitzlich im Zusammenhang mit den Potenzgesetzen, denn
so lassen sich bestimme Funktionen {iber einer Variable als Basis mit einer Zahl im Exponenten
darstellen. Mit Hilfe dieser Ableitungsregel besteht die Moglichkeit wesentlich komplexere, also
zusammengesetzte, Funktionen abzuleiten. Dazu sei f(z) = g(x) + h(x), dann gilt unter der
Verwendung der Regeln fiir die Klammersetzung;:

L (g(e) + b)) = () + 7 @) (712)

Sei nun f(z) = g(z)h(z) und zum Beispiel mit g(x) = 2" und h(z) = 2™, dann gilt unter
Beriicksichtigung der Potenzgesetze und Gleichung (7.11]) und der verkiirzten Schreibweise aus
Gleichung ((7.9):

d _d _d nm_d n+m __ n+m—1
@) = —g(@)h(z) = —a"a™ = 2™ = (n+ m)z

_ d xnxm _ nxnfl _'_xn xm

dx n dx
=nz" g™ 4 2" —a™
dx ; (7.13)
_ TLZL‘n_IZEm 4 xn <mxm—1 4 xm_)
dx

n—1,_m 1

=nz" ™ 4+ 2"ma™
= ¢'(2)h(z) + g(z)l' ()
_ nxn—l—‘rm + ml,n-l—m—l — (n + m)xn—&—m—l

Wie Gleichung ([7.13) zeigt, kann diese Aufgabe schnell iiber die Potenzgesetze in einer Zeile
gelost werden. Dieses FErgebnis soll als Vergleich dienen, um die Ableitungsregel fiir Polynome
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auf die zusammengesetzte Funktion f(x) anzuwenden. Dabei wird erneut wie schon beim Her-
leiten der Ableitungsregel fiir Polynome das Einsetzungsverfahren verwendet. In der vorletzten
Zeile dieser Rechnung ist zu erkennen, dass

f'(@) = —f(z) = ——g(x)h(z) = ¢'(x)h(x) + g(x)l'(z) , (7.14)

gilt. Diese Ableitungsregel aus Gleichung (|7.14)) wird Leibnizregel oder Produktregel genannt.
Ihr Nutzen wird sich offenbaren wenn nicht nur Polynome zur Diskussion stehen.

Mit der Leibnizregel und der Substitution, soll nun noch eine weitere Ableitungsregel bestimmt
werden. Dabei soll gelten, dass die Funktion f(x) eine verkettete Funktion sein soll: f(z) =
g(z) o h(z) = g(h(z)) mit dem Beispiel, dass g(z) = 2? und h(z) = 22 + 1 sei - mit den
Ableitungen ¢'(z) = 2z und h'(x) = 2. Wie die Verkettung fordert, wir h(z) in die Funktion
g(x) eingesetzt. Daraus ergibt sich folgende Ableitung mit der Uberpriifung des Ergebnisses
durch die Ableitungsregel der Polynome sowie den Binomischen Formeln:

d d d . d
dxf(q:) dxg( (7)) dx< r+1) Tode” Hdo+ 8z +
= (2x 4+ 1) (2x +1) Leibnizregel

_ (2x+1)%(2x+1)+(2x+1)%(2x+1) (7.15)

=2r+1)2+ (22 +1)2
=2-2(2x+1) Vergleich mit ¢'(x), h'(x) und h(z)
=h'(x) ¢ (h(zx)) =8x+4
Die letzte Zeile offenbart durch den Vergleich der Terme mit den Funktionen g(x) und h(z)

sowie ihren Ableitungen ¢'(z) und h'(z) die allgemeine Regel der Ableitung von verketteten
Funktionen.

f'(@) = —f(x) = ——g (h(x)) = K'(x) - ' (h(x)) (7.16)

Diese Regel wird Kettenregel genannt und wird ihre Bedeutung erst offenbaren, wenn Funktio-
nen angenommen werden, deren abgekiirzte Schreibweise ihre Herkunft aus Polynomen nicht
mehr offensichtlich zeigen.

Mittels der Substitution y := h(x) wiirde das Polynom in der Klammer ersetzt werden. Aller-
dings muss auch der Ableitungsoperator % nach % umgewandelt werden. Dies geschieht wie
folgt (Hier sollte erwéhnt werden, dass es sich lediglich um eine Nebenrechnung handelt, um die
Substitution zu durchfithren zu kénnen. Die gezeigten Schritte der Rechnung sehen intuitiv aus,

sind allerdings nicht ohne weitere Priifungen und tiefer liegende Mathematik durchfiihrbar.):

d B dy L
%y—dx—h(x) |-dx
dy = dx - h'(z) |: b/ (z)
= dr = W‘Z) eingesetzt in: o (7.17)
d d
LW () —
= dx (x)dy
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Der gefundene Ausdruck fiir % wird nun mit eingesetzt, wenn die Substitution durchgefiihrt
wird.

%f(x) = %g (h(z)) mit: y := h(z) und: dix = h'(x)diy
= h’(w)d%g(y) (7.18)

=Nn(z)¢'(y)  mit: y = h(x) zuriick eingesetzt
= I'(z)g’ (h(z))
Gleichung (|7.17) und ([7.18)) zeigen eine Herleitung der Kettenregel ohne Spezifizierung der

Funktionen, sodass festgehalten werden kann, dass jede differenzierbare verkettete Funktion
iiber diese Regel ableitbar ist.

7.3 Integration

Nachdem die Differentiation zur Bestimmung der Steigung einer Funktion eingefiihrt wurde,
soll nun eine weitere Eigenschaft der Funktion untersucht werden. Sei eine Funktion f(z) = 1
gegeben. Nun soll der Flacheninhalt bestimmt werden, der von der x-Achse und Funktion f(z)
eingeschlossen wird, von z = Obis z = z( bestimmt werden.

f(x)
T :f(:c)zl
l l l l l l l l > T
S 2 T T I I A AN (¢S N
Der Fliacheninhalt als Funktion F'(x) wére gegeben als:
Fr) = f()' mit: f(z) =
F(z) = mit: x = xg (7.19)
:>F(.§U0)
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Die Ableitung der Flécheninhaltsfunktion F'(z) wére wieder die Funktion f(x). Als weiteres
Beispiel soll die Funktion g(x) = = gegeben sein und erneut soll der Flacheninhalt als Funktion
von z, also G(x), bestimmt werden.

r)=ux
9() gl
e e e A
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
- -1 -~ "+~ ~"+tt-—=-"—-"ft-—"|-"~-"t- |- -~ t- |- -t~ |- 71T |7~ i |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| 3 | | | | | | | |
-—-— - —"FF-1-"—-"+t+r-——|-"—"+t-"=-"—-"*-—=|-"—+t-—|-—*+ - |- - - t-——-
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
e e i e e e S S B e e el B e I e
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| 2 | | | | | | | |
T I e e e T S e e g B Iy, il SIS S
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
T | VI [ Iy [ (T )
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| 1 | | | | | | | |
RN [ | " ¢/ I /S [N VIR ) S
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [ [ [
| | | | | | | | |
- - -k - - - - -+ - -] - B T T e - -4 - - -4
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 ’\x
| | | L | | | | | |
- — - = AP [ S N S 1) S |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
T T T T T T T T 1
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |

Der Flicheninhalt unterhalb der Funktion g(x) bildet ein Dreieck. Somit ist die Flicheninhalts-
funktion G(x) gegeben als:

G(z) = 5 : mit: g(z) =z
(7.20)

Die Ableitung der Flicheninhaltsfunktion G(z) wire 32z = z = g(z). Somit wére erneut die
Ableitung der Flicheninhaltsfunktion G(x) die Ausgangsfunktion g(z). Aus dieser Erkenntnis
kann wieder aus der sprachlichen Forderung ,,Bestimme den Fldcheninhalt unter der Funktion
f(z) der durch die Grenzen = = a bis z = b und z-Achse begrenzt ist!“ einen mathematischen
Formalismus entstehen lassen:

b
F(x):/ f(z)dx (7.21)

Diese Operation wird Integration genannt. Dabei wird Gleichung ([7.21)) gelesen als ,, Die Stamm-
funktion F(x) ist gleich das Integral iiber die Funktion f(z) nach x in den Grenz von a bis b“.

7.4 Integrationsregeln

Nachdem der Formalismus eingefiihrt wurde, soll ein allgemeines Polynom z" untersucht wer-
den. Dazu wird die Ableitung von x" gebildet und iiber Aquivalenzumformung und mit Po-
tenzgesetzen die Gleichung umgestellt:
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d
d—x” = nz" ! substituiere: m=n—1=n=m-+1
T
d
= d_xme =(m+1)z™ |- (m+1)
1 d m
e rra A (7.22)
1 d
— — ™l = 2™dx /
m+ 1dx
= /xmd:c = L xmH
m+1

Die letzte Zeile der Gleichung (|7.22)) zeigt die hergeleitete Regel fiir die Integration von Polyno-
men. Nachdem das generelle Integrationsgesetz fiir Polynome gefunden wurde, die Produktregel
als Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer weiteren Integrationsregel dienen.

%f(x)g(@ = f(2)g(z) + f(x)g'(z)  |-da

i@l = Fale)is + S@f | [
(7.23)
f(@)g(z) = / f(@)g()dz + / f(2)g/(2)dx \— / f(2)d (2)dz

- / f(@)g(x)de = f(z)g(z) - / f(2)g (z)de

Diese Integrationsregel wird , partielle Integration genannt. Sie wird dazu verwendet Funkti-
onsprodukte zu integrieren bei dem eine Teilfunktion f(z) leicht zu integrieren ist, wihrend die
andere Teilfunktion g(x) eine Funktion ist die eine unbekannte Stammfunktion besitzt, deren
Ableitung allerdings bekannt ist. Generell wird diese Integrationsregel dazu verwendet, um das
Produkt eines Polynoms mit einer anderen Funktion zu integrieren. Dabei bildet in der Regel
das Polynom die Funktion g(z), sodass dieses nach mehrfacher Anwendung der partiellen Inte-
gration und dem Einsetzungsverfahren dieses Polynom restlos verschwindet und die Funktion
f(z) alleinstehend unter dem Integral vorzufinden.

Abschlieflend soll die Kettenregel in eine Regel der Integration iiberfiihrt werden.
d / /
f @) =g@)f (g(z)  ldv
d / /
@) =g @ e | [ (124
Flo) = [ 9@ (glo)) do

Durch Substitution ldsst sich dieses Integral l6sen, hierbei wird y := g(z) gewéhlt:

/g'(x)f’ (9(x))dx  substituiere: y := g(x) = dx = g/a(lg;)

/f/ (y)dy = f(y)  zuriick eingesetzt: g(z) =y (7.25)
g(x))

=/
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Aus den Gleichungen ([7.24)) und (7.25)) ist erkennbar, dass die Kettenregel der Ableitung
iiberfithrt in die Integration durch Substitution bearbeitet werden kann. Aus diesem Grund
wird diese Regel , Integration durch Substitution® genannt.

Mit Grenzen wiirde sich bei der Integration durch Substitution die Grenzen mit verdndern:

dy
g ()

/b g (@) f (g9(x))dx substituiere: y := g(x) = dx =

g(b) )
= / [ (y)dy
g(a)

Dabei wird die obere Grenze und die unteren Grenze eingesetzt in die Stammfunktion und
anschliefend von einander subtrahiert. Fiir diesen Prozess gibt es zwei verschiedene Schreib-
weisen. Die erste Schreibweise umklammert den Term, in den einzusetzen ist, wahrend die
zweite Schreibweise einen senkrechten Strich vorsieht und aussagt, dass fiir alle Variablen links
vom Strich eingesetzt werden soll.

(7.26)

9o o(5)
[ f =1

_ 7.27
— WIS 720

= [(9(b)) = [ (9(a))

Da nun alle Regeln fiir die Integration und der Differentiation bekannt sind, werden im folgenden
Abschnitt beide Methoden dazu verwendet um spezielle Gleichungen zu lésen - die sogenannten
Differentialgleichungen.

7.5 Differentialgleichungen 1. Ordnung
7.6 Differentialgleichungen 2. Ordnung
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8 Wirtschaftsrechnungen
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9 Wahrscheinlichkeitsrechnung

9.1 Zufallsexperimente

0.2 Permutationen
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10 Komplexe Zahlen
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11 Physikalische Anwendungen

11.1 Ellipse und Ellipsoid
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12 Anhang

12.1 Alphabete

A« Alpha I Jota Pp Rho

B j Beta K kK Kappa Y0o¢ Sigma
'y Gamma A Lambda TT Tau
A Delta M pu My T o Ypsilon
E e Epsilon N v Ny ONOR Phi

Z ¢ Zeta =< Xi X x Chi
Hn Eta 0o Omikron v Psi

©0 Theta I Pi Qw Omega

Zuriick zum Text durch folgenden Link: (3.4]).

12.2 Pascal’sches Dreieck

1
11
1 21
1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 721 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15

Zuriick zum Text durch folgenden Link: (2.6.3).
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12.3 10er Potenzen

’ Symbol ‘ Name ‘ 10er Potenz ‘ Ausgeschrieben ‘ Sprachlich ‘
Y Yotta 10% 1.000.000.000.000.000.000.000.000 |  Quadrillion
A Zetta 102 1.000.000.000.000.000.000.000 Trilliade
E Exa 1018 1.000.000.000.000.000.000 Trillion
P Peta 10t 1.000.000.000.000.000 Billarde
T Tera 10*2 1.000.000.000.000 Billion
G Giga 10° 1.000.000.000 Milliarde
M Mega 10° 1.000.000 Million
k Kilo 103 1.000 Tausend
h Hekto 102 100 Hundert
da Deka 101 10 Zehn

10° 1 Eins

d dezi 1071 0,1 Zehntel
c centi 1072 0,01 Hundertstel
m milli 1073 0,001 Tausendstel
! mirko 107° 0,000.001 Millionstel
n nano 1077 0,000.000.001 Milliardstel
P piko 10712 0,000.000.000.001 Billionstel
f femto 10-1 0,000.000.000.000.001 Billiardstel
a atto 10718 0,000.000.000.000.000.001 Trillionstel
z zepto 1072 0,000.000.000.000.000.000.001 Trilliardstel
Y yokto 10~ 0,000.000.000.000.000.000.000.001 | Quadrillionstel
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12.4 Mathematische Begriffe auf Englisch

’ Symbol Deutsch ‘ Englisch
b Summe sum
II Produkt product
+ addierten add
— Subtrahieren | subtract
Multiplizieren | multiply
: Dividieren divide
7 Bruch fraction
Zf;lk Cpxln Reihe serie
Dreieck triangle
Kreis circle
Rechteck rectangle
Flache area
Umfang perimeter
Volumen volume
Oberflache surface
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12.5 Losungen

12.5.1 L6sungen zu Mengen

Aufgabe 1:

a) 4N b) —1€Z c) 9N d) 0,45€Q

e) 3€Q f) —6€Z g) 4,7€Q h)0,3€Q

i) 2€Q j) —2€Q k) 3eN 1)0,125€Q

m) 0,01eQ n) L€Q o) 3,141€Q p —-0,75€Q

Aufgabe 2:

a) 0,6€Q b)) —V4€Z ¢ 0eN d) V3eR

e) 1€Q f)VIBeER g) Z€Q h) 1%eQ

i) z€R j) —42€Z k) V144eN ) PeN
m) 5,00€Q n) 17eN 0) 1,16€Q p) —V64€Z

Aufgabe 3:

a) 1g10e N b)) V9eN ¢ —7€Z d) 7€R

e) SER f) —teQ g 1€N  h) 0,597813553 € Q

i) m2eR  j) —e™3ieQ k) log;9eN 1) 0,1€Q

m) 28%€Q n) TeR o) VITER p) —LeZ

Aufgabe 4:

a) MUK ={1,3,4,5,6,8,9} : MNK={6} ; M\K={1,59} ;
K\M = {3,4,8} :

b) MUK = {1,2,3,4,5,6,7} =M ; MNK={1,2,3,5,7} =K ; M\K = {6} ;
K\M={}=2;

c) MUK =1{4,5,6,7,8,9,10,11} ; MNnK={}=92 ; M\K=M ; K\M=K ;
d) MUK ={1,2,3,4,5,6,7,8} ;: MNK={2,8 ; M\K={3,6} : K\M={1,4,7} ;
¢) MUK = {2,3,5,6,8,9} ; MNK={3,6} ; M\K={9} ; K\M={2,5,8} ;
) MUK ={1,3,5,6,7,9} : MNK=1{3,5,7} : M\K={1,9} ; K\ M= {4,6}

Aufgabe 5:

a) MNK)NL = g;

b) (M\L)U(M\K) =M

¢ (K\L)N(M\K) = 2;

d) (KNL)uMnNK)=1{3,4,6,9};

e) (LUK)\ (MUK) = {5,7};

) (LUK)N(M\K) = 2.

g9) (LUK)\ (LNK):=LAK = {3,5,6,7,8};
h) MAK = {1,2,4,8,9};
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Aufgabe 6:
MAK = {0,1,2,3,4,7,8,9};

0
4 8
2
M K
Aufgabe 7:
o) MNK=2 ; b MUK=M ; ¢ M\K=M

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ().

12.5.2 Losungen zur Bruchrechnung
Aufgabe 1:

a) 5> b)§<§ ) :=1

d) §<3 ¢) §> 1 f) 3=3

9) =1 h)§<% i) 5>2

j) 5<% k) 2>4 ) $=1x

m) '35 n 54 0) %=1
p)§>§ q) 5 <3 r) 5<%

$) §=45 t) 5 =" u) 2=1
Aufgabe 2:

DT gty N we

Do NECr )

) w=3 Kk g=3 1) F=3

m) @=5 N g=1i 0 y=3

p)%z}l q)%—% r) 1500000%:%

) H=35 OD&E=1u Wis—n

Aufgabe 3:

Dids 50 Halls
S Vo i
)39, RPN g,
p) §-8=7% q) 356=153 r) 5=
S BT P sy- u) B 1000 = 13000
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. .1 13131121
Aufgable 14 SQua(grzige. Z%Z’gﬁ’ 9 19 iz, 31973
Kreise: 2187 16" 1, §7E’O’ 3712 und 16"

Aufgabe 5:

Veranschauliche folgende Briiche jeweils an einem Rechteck: %, %, %, % und %

Aufgabe 6:

Aufgabe T7:

1 1 3 3 1 1 2 3 7
W3tiZy VatuTy 9sruTw
DitaTs, uwfsTu DityTy
9 itm=n Mitis=1i ) 5T576
Aufgabe 8:

1 1 _ 1 3 1 _ 5 2 3 1
WiTiZi YiTuIu o Ty
DiTs7s, nTuTg DympTy
9 i-m=% MNi-w5=5 03i-572
Aufgabe 9:

5 3 __ 13 13 15 _ 11 9 13 _ 32
Datar iy Daaas JetnTp
RO SN P S
g —+—:— —_— = = == VA —+—:
yI_B_P yd 0l ptels Da
J 421 1611_ 1631 34 96 _241 54 410_ 202
W)L) 7Z _11§ :].7E n; §5+3_2:§)_2 0)) 3_31].2595
p) Ity I3 S5 8y g 1L
ST I G « G - B P S A

%3 1?7— 1%3 ? 1% B 65 51 4 T 20 99
U) %+§1_§249w) 5_1_813:§ 10%’):) E_m:m
Y) %~ T0 =10 2 5T0=T5
Aufgabe 10:

1 1 _ 1 3 1 _ 3 2 3 _ 6
a) 57375 Wi u=s 9 nTn
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3 1 _ 3 5 3 __ 15 1 2 2
DyaTm, T Daeom
Dim=m MNin=n 13670
Aufgabe 11:

1 1 _ 3. 1 _ 2.3 _ 4
Dy Duuty 9wy
Dy Jpipsy Daise
9) 1:3=3 M F:5=3 i) 5:5=4
Aufgabe 12:

5 3 _ 15 13 15 195 9 .13 __ 18
Chh e DT HCI® O THE
Di oo DUl % Did-a
DipZg NAESE ) d
Doats=e, B Frg=n i
SO T T TR O A AR O (.

74. 118 _2832 1%'.32 _1% 3 911_ 777
ST o S O A A I
T O TR O G A R S T

451 8 9 1813 162 % 10 * 1000
y)%:1000—250 z) £:6=7%

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: .

12.5.3 Losungen zu Dezimalzahlen

Aufgabe 1:
a) £=0,5 b) 3=0,3 ¢) +=0,2
d) 5=0,125 e) +=0,25 f) 15 =0,0625
9) 2=0,75 h) $=0,8 i) 2=0,6
j) £=0,857142 k) &5 =0,083 ) =338
m) 2=0,5 n) X =183 o) 2=1,6

)2 ) )4
p) 57—8,6 q) 3 =27,5 r) § =2,125
s) & =9,571428 t) &§ =27 u) 2 =7,857142
v) 5=01  w) 35=0,01  z) 55 = 0,001

Aufgabe 2
a) 4-0,1=0,4 b) 1+0,75=1,75 ¢) 9-1,001 =9,009

d) 2,125 — 1= 1,125 €) 6,6+3,3=10  f) 1+0,0004 = 1,0004
g) 3,003:3=1,001  h) 100-1,001 =100,1  4) 1000-0,001 = 1
§) 55:5=11 k) 5-0,14+0,3=0,83 ) 14+0,7=14,7

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ({2.2]).
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12.5.4 Loésungen zu Einsetzungsverfahren

Aufgabe 1: a=3,b=2,c=14

a) a+b—c=3+2-4=1

b) 3a—4b+c=3-3—4-2+4=5
c) ab—bc=3-2—-2-4=-2

d) ab—ba =0

) 4ab + 2cc — 3bc = 32

f) gz s =2

) 2ab+ 2ac + 2bc = 52

h) a+d=27 mit: d = abc

ad = —6 mit: d = ab — cb

J) &= mit: d = 4aa

k) g—[%:bc—aic:% mit: d = abc

) $=a=3 mit:d=1

m) a+b%:a+b—2a§;c:a+2a_1:8 mit:d:Qa?:C

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ({2.3)).

12.5.5 Lo6sung zur Prozentrechnung

Aufgabe 1:

a) 0,01 =1% b) 100 = 10000% ¢) 0,5=50%

d) 0,125 =12,5% e) 0,0024 = 0,24% f) 289 =2,89%

g) 0,9315 =93,15% h) 0,0341 = 3,41% i) 0,891 =89,1%
Aufgabe 2:

a) 1% = 0,01 b) 100% =1 c) 54% = 0,54

d) 1626% = 16,26 e) 2,374% = 0,02374 f) 2,01% = 0,0201
g) 99% = 0,99 h) 5% = 0,05 i) 81,063% = 0,81063
Aufgabe 3:

a) 1 =25% b) 3~ 33,3% ¢) 2 ~83,3%

d) & ~64,3% e) = =32% f) %:12,5%

9) £~T7,7% h) 2 =225% i) 35 ~51,8%

Aufgabe 4:

a) 700-1% =7 b) 45-100% = 45 ¢) 200-4% =8

d) 80-25% =20 e) 1500 -2% = 30 f) 50000 - 3% = 1500

g) 9000 - 99% = 8910 h) 3141-0,1% = 3,141 i) 120-5% =6
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Aufgabe 5:
a) 4% von 1000€ sind: 4% - 1000€ = 40€

b) 2% von 5550€ sind: 2% - 5550€ = 111€

¢) 10% von 862434€ sind: 10% - 862434€ = 86243, 4€
d) 19% von 299€ sind: 19% - 299€ = 56, 81€

e) 12% von 1200€ sind: 12% - 1200€ = 144€
f) 11% von 65300€ sind: 11% - 65300€ = 7183€

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (12.4)).

12.5.6 Losungen zur Klammersetzung

Aufgabe 1:
a) LO+7) =8 b BB =g
c) 43+2)—-2(1+43)=12 d) 1642r48:32

Aufgabe 2:

a) 4(a+b)=4a+4b b) ¢(a— bb) = ac — bbc
(9a—5)=2%—-10  d) (a+b)(a+b)=aa+2ab+bb

(& — 5 zg—‘g—%c f) (a—05)(a—0b)=aa—2ab+ bb
a+b)(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd h) (a—"b)(a+b) =aa—0bb
) @D (4 4 ) = a + 2ab + bb

PRI STNY

~
~—
Q
s
|
12
+
I
<

Aufgabe 3:

a) 9a+9b=9(a + b) b) 2a+6 —8b=2(a+ 3 — 4b)

¢) ab—acd+ aa=a(b—cd+ a) d) 2ab+ 4ab+ 8ab = 2ab (1 + 2+ 4)

e) 248 =2 (qa+5) f) abcdefghijkl—bedefghijk = bedefghijk (al — 1)

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (2.5.3)).

12.5.7 Lo6sungen zur Potenzen

Aufgabe 1:

a) 22=8 b) 3*=81 ¢) 2°=64
dy 27'=1 ¢ 10°=1000 f) 8 =512
g) 473 = 61 h) 1076

j) (5% =
m) (23

2
:1003000 ) (%) :%
B) 407 —4006 1) 2922 = 256
—1
+2) =409 m) (1007 =75 o) (@) =64
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2 L\ 2,718
) (100%) —100 ) (3,1412%) 3,141 ) (L) =12

Aufgabe 2:

a) V16 =4 b) V81 =9 c) \/§—2

d) V27=3 ) V144 =12 v/100000 =

g) V289 =17 h) V81 =3 V216 =

Aufgabe 3:

a) 1m? = 10%cm? b) 2,718km = 2,718-105mm ¢) Imm? = 10%dm?3

d) 3m? = 3-103dm? e) 0,5cm? = 5-10"°m? f) 13,3cm?® = 133-10""m?
g) 103km? = 10%dm? h) 1,234dm = 123, 4mm i) 2pm? = £.10%mm?
j) sMm? = $-10%m? k) 0,01km? = 103cm? 1) 125mm® = 125-10~°cm?®
m) 6,6m* =6,6-10%m?! n) 0,025km" = 0,025 - 102mm”

0) 3,141Tm? = 3,141 - 103nm?

Aufgabe 4:

a) (a+4)°=a?+8a+ 16 b) (a—\/§)2:a2—2\/§a+2

) (vV2a+2)" = da* + 16v/20* + 4802 + 32v/2a + 16
) (3a+ )3:27a3+18a2+4a+2¥87
e) (a—b)4:a4—4a3b—|—6a2b2—4ab3+b4

) (a—+b+c)® =a®+2ab+ b+ 2bc + ¢ + 2ac

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (12.6.3)).

12.5.8 Losungen zu Logarithmen

Aufgabe 1:
a) log,16 =4 b) 1g1000 =3 c) logg64 =2
) Ib512=9 e) Ine? =9 f) logs125 =3
g) logys125 =3 h) 1g11-10°=6+1g11 ~7,04139 i) log;;1 =0
j) logs81 =4 k) log,64 =3 [) logy5225 =2

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ({2.7)).
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12.5.9 Losungen zur Aquivalenzumformung

Aufgabe 1:

a) 3-x+4=0=>2=—3 b) 2-2-9=0=0=1%

) 9-2455=0=2=-2  d)5-2-25=0=2=>5

e) 3-2+9=6=>0=— f)x—66:9:>a::75

g) d-z+4=11=z= h) 9-z—b=4=z2=1

i) 32-2+3=5b=ux= j) 1-x+91=44+2-23=>z2=1
7
5

5|»~4>|\1 ,_.

22
k) T-z+14=-3-2=0=— ) 98-2+15=8-2+10=2=—

12

Aufgabe 2
a) — 1622 +64=0= x5 =+2 b) V2r —6—-144=0=2=9

c) \/15—17—O:>£L‘—289 d) ln5x—2=>:c—€2

e) N =\2= g =c V23 f) Bat — /25 =logg 1 = a1, = £3V/5
2

9) x4x5x§) =49 = 319 =47 h) e 6=2=2=1(6+In2)=3+Inv2

Aufgabe 3:

a) ?*+2x+1=0=12,=—1
b) 4%2—16$+16:O:>£L'1,2:4
¢) 322 +24r —3=0= 215 = -4+ V17

d) 522 — 20z =50 = 11, = 2+ /14
e) 2% —20x =6 — 10z = 1,5 = 25T
f) To =8—322= 1, %ﬁ

)
9) 3x2—6x*02>x1—0/\x2—2
1) 24— =0 50— 128

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (2.8.1)).

12.5.10 L6sungen zur Substitution

Aufgabe 1:

a (:L'2+x+1)3:8 mit: y=22+2+1=19%=38

b) (a+4x)%:6b—c mit: y? = 4z +a = /y?> = 6b — ¢
¢) (18z —4ab)® = ¢ mit: \/y = 18z — dab = \/y° = ¢

)

)

=8

)
d) 2%7¢ =32 mit: b= 2a — ¢ = 20 =32

e) r=4a mit: y = x + 4a = y + 4a = 4a

f) 2248:4+16=0 mit: (y+4)°=22+8x+16= (y+4)>=0

g) (Ba+2r)(2x —3a)=0  mit: y =2x+3a = y? — 6ya =0

h) In(z?+4z) =2 mit:y=2>+4x = lny =2
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Aufgabe 2:

a) ¥*+4r2 —2-8=0=y—-8=0 mit: y = 23 + 422 — 2
—2=0=y—,=0 mitty=3

) L+2-3=0=>d®+5d—-3=0 mit : d = &
d) —“ngbx’c =0= <=0 mit: y = a (az? + bz — )

) ar+br+cr+ad+axe—f=0=gx—f=0 mit: g=a+b+c+d+e
f) x2—|—4x—8:0:>(%+2)2:0 mit: y = 4o — 8

|$2 N8
S

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (12.9)).

12.5.11 Losungen zu Fakultdten

Aufgabe 1:

a) 5!'=120 b) 31 =6 c) & =120

d) %.0l=1 e) G =24 f) 413! 2! = 288
Aufgabe 1:

T () o (3 ()
2 (- o (s 0 () (20

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ([2.10)).

12.5.12 Losungen zum Zahlenstrahl

Aufgabe 1:
a)
} Il Il Il Il } Il Il Il Il Il x
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5)
b)
; ; ; ; ; ; ; ; ; ; — X
-25 =20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
c)

; ; ; ; ; ; ; — X
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d)
f f f f f f f f f f f X
5 4 ] 2 1 0 1 2 1 4 5
3 3 3 3 3 3 3 3
e)
: ‘ : ‘ : ‘ : ‘ : — T
1634 1634,5 1635 1635,5 1636 1636,5
1634,25  1634,75 163525 163575  1636,25
f)
: ‘ : ‘ : ‘ : ‘ : — T
0,067 0,06725  0,0675 0,0675 0,068 0,06825
0,067125 0,067375 0,067625 0,067875 0,068125
g)
f f f f f f f f f f f X
1 9 1 2 3 4 5 6 1 8 9
7 7 7 7 7 7 7 7 7
h)
‘ : ‘ : : ; ; ; ; ; —
e T T U S B R -
i)
f f f f f f f f f f f x
1,4142 92,4142 3,4142 4,4142 5,4142 6,4142
1,9142 2,0142 3,9142 4,9142 5,0142

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ({3.1]).

12.5.13 Losungen zu Winkeln
Aufgabe 1:

£ (AB, AC) =

57°: spitzer Winkel 133°: stumpfer Winkel
214°: iiberstumpfer Winkel 75°: spitzer Winkel
117°: stumpfer Winkel 91°: stumpfer Winkel
179°: stumpfer Winkel 8°: iiberspitzer Winkel

Aufgabe 2:

Aufgabe 3:
a || b, ch,d ell, f

gah, ill,g kI
Zusétzliche Parallelitéiten: a || ¢, b c

14°: {iberspitzer Winkel
300°: iiberstumpfer Winkel
270°: iberstumpfer Winkel
45°: spitzer Winkel
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Q

¢ ac© —ck
N AC ac ac
AC
AC, B <D 1. ——B B C £ B ———
AB B A 4B A 4B A 4B AC A AB A 4B
¢’
C ¢ AC ¢
C \
A ac AC — ac
B B B A_ 4B, B
A AaB A 4B AAaB S A aB Aap DA s Do
ACT ¢ L
ac AC
. C

Aufgabe 4:
alb, cld,  elf,  glh

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ({3.2]).

12.5.14 Losungen zu Rechtecken

Aufgabe 1:

a) A =18cm? und U = 18cm

) A= 14em? und U = 18cm

) A =108cm? und U = 42cm
) A =68cm? und U = 42cm

) A= 8lem? und U = 60cm

) A= 90cm? und U = 123cm
g) A=1em? und U = 5em

Aufgabe 2:

a) A=1,8dm?* und U = 7,2dm

b) A = 4500mm? und U = 280mm

c) A = 180600cm? und U = 1700cm

d) A=0,4cm? und U = 4,4cm

e) A=0,3dm* und U = Z2dm ~ 54,022dm

f) A =9000m? und U = 18250m
g) A =1200v/111cm? ~ 12642, 785cm? und U = 20v/111cm + 240cm = 450, 713cm

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: ({3.3]).
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12.5.15 Loésungen zu Dreiecken

Aufgabe 1:

a) g =9cm, a = 4emund hy = 3em:p = VTem, ¢ = 9em—+/Tem, b~ 6,51em = A = 13, 5em?,
U=~19,51lecm

b) ¢ = 1lem, a = 5em und hy, = 2cm: p = V2lem, ¢ = 1lem — V21lem, b ~ 6,72cm
= A=11em?, U ~ 22, 72cm

¢c) a=4em, b = 6cm und h. = 2cm: p = V32em, ¢ = V45em, ¢ = p+q = A ~ 12,37cm?,
U =~ 22,37

d) g = Tem, b = 6ecm und hy, = lem: p = V35em, ¢ = Tem — V/3bem, a ~ 1,48cm
= A =35em?, U ~ 14,48cm

e) p = 2,5cm, ¢ = 2cm mit einem rechten Winkel: ¢ = 4, 5¢m, h, = V5, a =~ 3,35¢cm, b= 3cm
= A~ 5,03cm?, U ~ 10, 85cm

f) ¢ = 12cm, ¢ = 3cm und a = 5em: h, = 4em, p = 9em, b =~ 9,85cm = A = 24em?,
U ~ 26,85cm

Aufgabe 2:

Da das Geodreieck mit einem 45° Winkel zum Boden gehalten wird, ist der Abstand zum Turm
gleich die Resthohe des Turms, da es sich um ein gleichschenkliges Dreieck handelt. Die Hohe,
in der das Geodreieck gehalten wird, muss anschliefend noch dazu addiert werden: h = 21, 5m

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (3.4]).

12.5.16 Losungen zu Vierecken

Aufgabe 1:

a) Quadrat: a = 2cm: = A = 4em?, U = 8cm

b) Raute: @ = 5em und h = dem: = A = 20em?, U = 20cm

c¢) Parallelogramm: a = 6cm, b = 3cm und hy = 2em: = A = 12em?, U = 18cm

d) Trapez: a = 4cm, ¢ = 1lem, d =bund h = 4cm: b~ 5,32, = A = 30cm?, U ~ 25, 64cm
e) Drachen: a = 4cm, b = 6cm und e = 6cm: d ~ 7,84cm = A ~ 47,04cm?, U = 20cm

Aufgabe 1:
a) A = 8cm? + 18cm? + 20cm? = 46cm?, U = 2 - 2em + 4em + 2 - V13 + 2 - /45 =~ 28,63cm
b) A=2-9cm?+2-10em? 4 36em? = Tdem?, U =2 -dem +2-2-v/5+2-2-1/18 ~ 33,92cm

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (3.5)).
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12.5.17 Losungen zu mehrdimensionalen Vielecken

Aufgabe 1:

a) Wiirfel: a = 3em =V = 27cm3, O = 5dem?

b) Quader: a = 2cm, b= 9cm und ¢ = 4em =V = 72em?, 0 = 122cm?

¢) Pyramide: b = a = 4emund h = 6cm = V = 32cm?, 0 = 2v/52-6em?+16¢cm? ~ 102, 53cm?
d) Pyramide: a = 3cm, b = 4em und h = bem =V = 20cm?, 0 = 5v/4lem? + 5v/34em? +
12em? ~ 73, 17em?

e) Quader ohne eine gleichméBige Pyramide mit der Grundfliche a - b: @ = 6e¢m, b = 5em und
c=h=4em =V =80cm? 0 =6-5em?>+2-4-6em>+2-4-5em? +4-v4lem? +4-v/52em? ~
172, 46cm?

f) Quader mit einer gleichméBigen Pyramide mit der Grundflache a - b oben drauf: a = 2, 5¢m,
b=5cmund c=h=25cm =V ~41,67cm? O ~ 72,81lcm?

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (3.6)).

12.5.18 Losungen zu Kreisen
Aufgabe 1:

c) d=4em, = A~ 12,57cm? U ~ 12,57cm,
d=0,5cm, = A~ 0,20em?, U ~ 1,57cm,

e) r=2,718cm, = A~ 23,21em?, U ~ 17,08cm,
f)d=2S%m = A~231em?* U~ 5,39cm,.

)
) r=mem, = A=31,0lem? U ~ 19, T4cm,
)
)

Aufgabe 2:

a) a = 60° und r = 5em, = A ~ 13,09cm?, U ~ 15, 24cm,

b) a = 230° und r = 2cm, = A ~ 8,03cm?, U ~ 12,03cm,

¢) a=177° und r = 17cm, = A ~ 26,26cm?, U = 20, 98cm,
d) a =55° und r = 3em, = A =~ 4,32cm?, U ~ 8,88cm,

) a=145° und r = Tem, = A =~ 62,00cm?, U ~ 31, 72cm,

)

e
f) = 310° und r = 2,5em, = A ~ 16,91cm?, U ~ 18, 53cm.

Aufgabe 3:
(Alle GroSen wurden mit 1 multipliziert.)
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Aufgabe 4:
Der Abstand der Mittelpunkte nimmt nach rechts immer weiter um 0, 5cm zu, wihrend die
Radien der Kreise um 0, 5¢m abnehmen.

Aufgabe 5:
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Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (3.7.2)).

12.5.19 Losungen zu Zylindern und Kegeln

Aufgabe 1:

a) r =5cm und h = 1lem, = V & 863,94cm?3, O =~ 329, 87cm?,

b) r = 47cm und h = 85cm, = V =& 589551, 15cm?, O = 26430, 220m
) r=1temund h = v9cm, =V ~ 0, 59cm3 O~2 75cm?,

)= \/_cmundh—2cm =V ~43,98cm?, O =~ 60, 6lcm
)rz%cmundh VBem, = V & 38,25cm?, O ~ 50, 60cm?2,

)

r=+/50cm und h = \/=cm, =V ~ 68,02cm®, O ~ 323, 78cm?.

o

oL

@

f

Aufgabe 2:

a) r =4cm und h = 2, 7cm =V ~45,24cm3, s &~ 4,83cm, O ~ 110,91cm?,
b) r =+/2cm und h = 5cm, =V = 0,84cm?,s =~ 1,47cm, O ~ 12,81cm?,
c) r="T7cm und h = 4,3cm, = V & 220,65cm?, s ~ 8,22cm, O =~ 334, 60cm?,
r= 17ocmundh dem, = V =~ 8, 55cm? s~4 25cm, O = 25, 47cm?,
r=>5cm und h = 1,4cm, = V =~ 36, 65cm , s~ 5,19cm, O =~ 160, IOCm ,
r

= temund b = 9cem, = V & 0,15cm?, s = 9,00cm, O ~ 3,58cm?.

Aufgabe 3:
a) 71 = 4em, r9 = 2em und hy = 5em, = V =~ 146,61cm3, 51 &~ 5,39cm, O ~ 164, 34cm?,
b) 1 = 3,5cm, o = 1,5em und hy = Tem, = V ~ 144, 78cm?, 51 =~ 7,28cm, O ~ 159, 91cm

)
c)r = 6cm ry = 20m und h; = 9cm = V ~490,09cm?, s; = 9,85cm, O ~ 373, 19cm?,
d)r = —cm o9 = %cm und h; = cm = V =~ 40,32cm?, 51 ~ 6,78cm, O ~ 38, 55cm?,
e)r = lcm ro = bem und hy = cm = V =~ 56,81lcm?, 51 ~ 4,37cm, O ~ 163, 98cm?,

f) 11 = wem, ro = 2,718cm und h1 =2cm, = V =~ 38,20cm?, 51 ~ 1,48cm, O =~ 81, 390m2.

Aufgabe 4:

Beide Kérper haben das gleiche Volumen und die gleiche Oberfliche. = V' = im(hy + ho)ri —
2§7rh2r§ ~ 100,53cm?, O = 7r? + m(s1 + s9)r1 &~ 499,85cm?. Dabei ist das Volumen des
kleines Kegels zweimal vom groflen Kegel zu subtrahieren. Die Oberfliache ist dabei identisch
zur Oberflache eines groflen Kegels.

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (3.8)).

145



Lommatzsch Repetitorium der Mathematik

12.5.20 Losungen zu Kugeln

Aufgabe 1:

a) r = 3cm, = V =~ 113,10cm?, O ~ 113, 10cm?,
b) r=mem, =V =~ 129,880m3,0 ~ 124,03cm?,
c) d=4em, =V ~33,51em3, O ~ 50,27cm?,
d) d =0,5cm, = V =~ 0,066cm?, O ~ 0, 785cm?,
e) r=2,718cm, = V ~ 84,11cm?, O ~ 92, 83cm?,
f)d=2S%cm =V ~2,64cm? O = 9,23cm?.

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (3.9)).

12.5.21 Losungen zur Trigonometrie

Aufgabe 1:

a) a = Tcem und ¢ = 1lem: = b~ 8,49cm, o =~ 39, 52°, § ~ 50, 48°
b) a = 4em und b = 6cm: = ¢ =~ 7,21em, a =~ 33,69°, f ~ 56, 31°

) a=>55°und ¢ =9em: = a ~ 7,37cm, b~ 5, 16cm,  ~ 35°
)a=5,35cmund =18 = b~ 1,74dcm,a = 72°, ¢ = 5,63cm

) b= 14em und = 81°: = ¢~ 14,18cm, a ~ 2 22cm,ﬂ~9°

) a=mem und a = 27,18%: = b~ 6, 12cm, ¢ = 6,88cm, § ~ 62, 82°
)¢ \/_cmundﬂ —Wrad = b~ 06,7lem,a ~ 3,87cm, a ~ 30°
) ¢

=0 o o0

cm und a = —Wrad = b~ 2,12cm,a =~ 4,40cm, § =~ 64, 29°

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: .

12.5.22 Losungen zu Wertetabellen und Punkte
Aufgabe 1:
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x —2 —1 0 z 1 2 2
f(z) 3 -6 5 | -5 6 | -2 3
T -2 —% % % e T V17
f(x) -5 - % -5,08 | -5,91 | 34,82 | 72,67 250

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (5.1)).

12.5.23 Losungen zu Geraden

Aufgabe 1:

a) folx)=2-24+4 =ay=-3

b) filz)=22-L% =ay=4i

c) fc(x):%'$ % $$N=—§

d) fd($)=1§4'l“—% :>$N:%

e) felx) =% -2—§5 =anv=g

f) frla) =0 ate— S0

frlx) ~ 0,571 240,925 = ay = —1,620
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Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (/5.2]).
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12.5.24 Losungen zu Parabeln
Aufgabe 1:

Zuriick zu den Aufgaben durch folgenden Link: (5.3)).
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Implementierungsnotizen

Grundrechenarten
+(—=1) = —(+1)
(=1)(+2) = (+1)(-2)

Distributionen
1

(\J/E reRT

Runden

Strahlensatz

Symmetrien und Spiegeln
Sinus- und Kosinussatz
Betrag
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